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前言 

人工智能技术的发展与成功应用已经成为 21世纪科技领域最大

的新现象。然而，科学地理解人工智能原理已经超出了现有科学体

系的范畴。显然，人工智能是人类科学技术发展的必然结果，人工

智能科学也将是人类科学进步与发展必然实现的目标。 

破解人工智能的科学和技术障碍是人类科学技术发展绕不开也

跨不过的重大前沿课题，并且已经凸显为人类 21世纪首先需要突破

的问题。 

人工智能的科学与技术突破需要新的科学思想；人工智能本身

是一个多学科交叉融合的科学现象，人工智能必然与若干主要的学

科实质相关；人工智能技术开始于 20世纪中叶，已经经历了几个重

要的发展阶段，推动人工智能作为一个重大挑战走到 21 世纪的科学

前沿。 

本白皮书顺应并体现人工智能的上述现状，由人工智能基础专

委会负责组织。 

具体编写组织如下： 

北京航空航天大学、中关村国家实验室李昂生教授撰写了《人

工智能总论》，分析了人工智能的重大科学问题，和其它学科的边

界，论述了人工智能原理的总体框架和主要构成部分。 

吉林大学杨博教授撰写了《符号主义人工智能》以总结基于逻

辑推理的人工智能的成就、问题与未来展望。 

中国科学技术大学彭攀教授和陈雪博士撰写了《大数据算法与

可信计算理论》以总结基于计算的智能研究成果，分析计算与智能

这两个概念的实质、关系与边界。 

中南大学冯启龙教授撰写了《难解问题的智能算法》，以总结在

困难问题智能算法求解方面的成就，分析困难问题的实质，展望智

能算法在困难问题求解方向的前景。 
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中国科学院计算技术研究所陈薇研究员撰写了《神经网络的数

学原理》以总结深度神经网络学习理论方向的成就、问题和未来展

望。 

天津大学金弟教授撰写了《神经网络的计算原理》以总结神经

网络作为计算模型方向的成就、问题和未来展望。 

中国人民大学祁琦教授和王子贺博士撰写《人工智能的博弈理

论》以总结智能的博弈途径研究的成就、问题和未来展望。 

南京大学姚鹏晖教授撰写了《量子人工智能》以总结基于量子

物理的人工智能方向研究的成就、问题和未来展望。 

李昂生教授撰写了白皮书的其余章节，包括《信息定律与信息

模型》，《信息演算理论》，《（观察）学习的数学理论》，《自我意识的

数学理论》，《博弈/谋算理论》，《人工智能信息模型》，这些内容是

李昂生创建的《信息世界的数学原理》中的主要科学思想和基本科

学原理的简单介绍；在《信息时代的科学双引擎和信息时代重大科

学问题》一章，李昂生提出了信息时代的几个重大科学问题。 

本白皮书的内容包括了： 

智能作为一个科学概念的模型、原理与方法；智能与推理、计

算、通信、博弈等科学概念的实质关系与边界界定；智能与数据、

数学、物理、生物的实质关系与边界界定；智能技术的工程原理与

方法等。 

这些内容构成了本白皮书人工智能原理的五大部分： 

第一部分 人工智能总论 

由李昂生教授的《人工智能总论》构成。 

第二部分 逻辑推理人工智能和计算智能 

由杨博教授的《符号主义人工智能》，彭攀教授和陈雪博

士的《大数据算法与可信计算理论》和冯启龙教授的《难

解问题的智能算法》等三章构成。 
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第三部分 神经网络人工智能和生物人工智能 

由陈薇研究员的《神经网络的数学原理》和金弟教授的

《神经网络的计算原理》两章构成。 

第四部分 数学人工智能和物理人工智能 

由祁琦教授和王子贺博士的《人工智能的博弈理论》和

姚鹏晖教授的《量子人工智能》两章构成。 

第五部分 信息主义人工智能：层谱抽象认知模型人工智能 

由李昂生教授的《信息定律与信息模型》，《信息演算理

论》，《（观察）学习的数学理论》，《自我意识的数学理

论》，《博弈/谋算理论》，《人工智能信息模型》，和《信

息时代的科学双引擎和信息时代重大科学问题》等章构

成。 

白皮书的第一部分分析了人工智能的根本科学问题，揭示了人

工智能科学是人类科学技术发展的必然结果，分析了人工智能科学

是现有科学体系所不足于支撑的重大科学问题；第二、第三和第四

部分主要是基于分而治之这一物理世界分析方法科学体系的人工智

能原理；第五部分是李昂生创建的层谱抽象认知模型这一信息世界

科学范式的数学原理及基于这个新科学原理的人工智能原理。 

本白皮书第五部分揭示了信息是建立智能科学的钥匙；揭示了

层谱抽象是人认知世界、感知认知自我的模型与方法；揭示了信息

世界的层谱抽象认知模型、原理与方法；揭示了层谱抽象认知模型

与分而治之分析方法结合是建立人工智能科学的总方法，这一总方

法恰好就是 2500 多年以前，孙子兵法的核心科学思想：谋算，谋就

是层谱抽象，算就是分而治之；揭示并建立了人工智能的数学实质

与基本科学原理；提出人工智能的智能论断 （Intelligence 

Thesis）：智能=信息；揭示了层谱抽象认知模型与分而治之分析方

法构成了信息时代的科学双引擎。 
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第 1 章 人工智能总论   

1.1 人工智能的科学思想起源 

人工智能已经凸显为 21 世纪的重大科学挑战。这一现象本身就

已经说明人工智能是科学发展在 21 世纪的必然而且自然的结果。因

此，人工智能的科学障碍正是 21 世纪的重大前沿科学问题。 

科学是人类在认识世界、认知自我、改造世界、改造自我的过程

中产生的对现实世界的知识发现、规律揭示以及基于知识与规律的创

造。 

科学研究的对象是现实世界的对象。对现实世界对象的科学研究

的第一步是现实世界对象的表示，这也是对现实世界对象的抽象表示。 

数与形是现实世界对象的基本属性。因此，数与形就构成了现实

世界对象的基本数学表示。经典数学研究数与形的基本规律。数与形

的基本规律提供了研究现实世界对象的基础。因此，数学就是现实世

界对象研究的基础。 

公理化的思想使得数学可以建立严格的数学理论。公理化体系是

公理化数学的规范化体系，它解决了“形”这个不太容易建立规则的

对象的公理化体系。 

公理化数学已经成为数学研究的范式。数学定理就是基于公理的

推理的结果。 

因此，推理就是数学研究的基本策略，它包括一些基本推理规则。 

然而，推理这一概念并没有一个数学定义。而且人的推理中还包

含或隐含了人的直观。 

人的推理包括逻辑推理、直觉推理以及逻辑推理与直觉推理的结

合。 

然而长期以来，一直没有一个推理的数学定义，更没有一个逻辑

推理和直觉推理的数学定义。 

但是人们实际上是清楚的，人有直觉推理。而且第三次数学危机
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就在于数学家们发现，很多的数学证明依赖于人的直观，这使得数学

家开始怀疑：是否在已经建立的数学证明中隐含了不可靠的直观？如

果是这样，数学就是建立在“沙滩”上了。这就是第三次数学危机。 

怎样避免人的直观造成数学证明的不可靠？公理化数学的边界

在哪里？ 

为了回答这两个问题，Hilbert 1900 年提出一个计划，数学史上

称为 Hilbert 计划。该计划提出数学证明的形式化方法，并猜想一切

真的命题都是可证明的。Hilbert 要求的证明是一种排除直观的完全基

于规则的“证明”，即后来人们熟知的形式化证明。 

Hilbert 计划的第一个问题是：给（形式化）证明这一概念一个数

学定义。 

以Gödel为代表的一批数学家给出了形式化证明的数学定义，建

立了数理逻辑新学科，并用构造性方法构造了一个数学命题 𝐴，使得

 𝐴 和 𝐴 的否定命题 ¬𝐴 都是不可证明的。 

从语义上来说，对任何数学命题， 该命题和它的否定命题必然

有一个是真的。 

这就是Gödel 1930 年代的不完全性定理，即：在一个适当复杂的

公理系统中，必然存在不可证明的真命题。Gödel 不完全性定理彻底

否定了 Hilbert 一切真命题均可证明的猜想。 

数理逻辑中定义一个证明就是一个基于公理和推理规则的序列。

证明的这一定义完全排除了证明过程中任何可能的直观的因素。基于

这一定义的数学，即数理逻辑，恰好就是逻辑推理的数学理论，完美

地实现了 Hilbert 计划所要求的证明的形式化。 

因此，数理逻辑给出了逻辑推理的数学定义，建立了逻辑推理的

数学理论。 

与此同时，数理逻辑完全排除了直觉推理。可以肯定的是直觉推

理是人的基本推理方式，可以肯定的是没有一个重要的数学定理不是
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数学家们直觉推理的结果。长期以来一直没有一个直觉推理的数学理

论（这是 20 世纪未能解决的问题，也是 21 世纪凸显的一个科学问

题，不解决这个问题，不可能理解学习是什么意思。） 

Hilbert 的猜想是不对的，但是，这不影响 Hilbert 计划的意义。

因为正是有 Hilbert 计划，才有了Gödel 后来数理逻辑的研究。 

进一步，Turing 1936 年提出了通用 Turing 机模型，给“计算”

这一概念一个数学定义与数学模型。 

Turing 1936 的文章基于通用 Turing 机模型，证明了存在不可计

算函数。由于计算也是一种逻辑推理，Turing 的通用 Turing 机也否定

了 Hilbert 的猜想。 

Turing 1936 年提出通用 Turing 机模型的动机是为了否定 Hilbert

猜想。 

Hilbert 1900 年计划的实质是“证明”与“计算”这两个概念的数

学定义是什么？Gödel  1930 年代对基于逻辑推理的证明给出了一个

定义；Turing 1936 年给出了计算这一概念的数学定义。（在数学、乃

至科学意义上的“证明”这一概念的数学定义仍然是一个重大的科学

问题，是Gödel 不曾解决的问题，也是 21 世纪需要回答的科学问题。） 

显然，在Gödel 和 Turing 之前，证明与计算这两个概念还没有严

格的数学定义，仍属于哲学概念。 

证明和计算是数学研究的基本概念，当然也是人的智力活动的基

本概念，是人工智能的基本概念。 

Hilbert 的猜想不对，然而 Hilbert 计划提出了当时的一个重大科

学问题，引出了后来的数理逻辑和计算理论，成为 20 世纪科学革命

的主要动力。 

正是由于这个原因，Hilbert 计划的意义远大于 Hilbert 1900 年提

出的 23 个问题，这些问题，每一个都对一个方向很重要，但是所有

问题合起来也仅在数学领域有意义，在其它学科影响有限。然而
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Hilbert 计划是对整个 20 世纪科学技术产生革命性影响的问题。 

人工智能已经凸显为 21 世纪的重大科学挑战。然而破解人工智

能科学挑战的钥匙和关键科学思想是什么？ 

理解学习、智能和人工智能等概念的钥匙是正确地理解信息这一

科学概念。信息是破解人工智能科学挑战的钥匙。 

Shannon 1948 年提出度量嵌入在一个随机变量中的不确定性的

熵的概念，提出在端到端信道传输中，收方消除的发送方的不确定性

的量，即互信息的概念，证明了当互信息适当大时，存在一个解码器，

根据收方数据解码出发送方所要传输的数据的通信原理，建立了通信

的数学理论。第一次提出了信息的概念。然而 Shannon 信息论里面的

信息仅限于作为一个通信概念。 

显然，信息是一个科学概念，而不仅仅是一个通信概念。 

李昂生建立了作为科学概念的信息的基本原理与理论，提出了层

谱抽象认知模型（或者，称为，认知方法），建立了层谱抽象这一方

法论的数学理论。 

信息世界的层谱抽象认知模型和物理世界的分而治之的分析方

法，相结合就是破解人工智能科学障碍的模型、原理与方法。本白皮

书第十一、第十二和第十三章将建立这一人工智能科学原理。这一科

学原理的思想可以追溯到 2500 多年以前，中国科学与军事科学祖师

孙武的《孙子兵法》。层谱抽象认知方法和分而治之分析方法相结合

的人工智能原理正是《孙子兵法》的核心科学思想：“谋算”，这里“谋”

就是层谱抽象，“算”就是分而治之。 

 

1.2 人工智能的数理逻辑原理 

Hilbert 1900 年提出 Hilbert 计划的时代背景是第三次数学危机，

人们突然发现或意识到数学并没有建立在一个可靠的基础之上。原因

在于数学中最通常的概念“证明”和“推理”并没有一个数学定义。 
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Hilbert 计划的目的与动机是为数学建立一个可靠的基础。 

数理逻辑建立了逻辑推理的规则，给出了基于逻辑推理的证明的

数学定义，从而建立了逻辑推理系统，作为公理化数学的公共基础，

建立了数学的基础。 

数理逻辑第一次把“逻辑推理”这一人的推理方法用数学规则来

实现了，从而把曾经认为的只有人才能做的“逻辑推理”用数学规则

实现了。 

数学规则显然可以由算法来实现，因此逻辑推理可以由算法来实

现。这就意味着算法可以实现人的逻辑推理。这就是人工智能的数理

逻辑原理。 

数理逻辑还建立了后来的计算机科学三大支柱之一的计算机程

序理论的数学原理。 

（程序理论、计算理论和体系结构原理正是计算机科学的三大支

柱理论，支撑着整个计算机科学大厦。） 

基于逻辑推理的定理机器证明正是第一代人工智能的典型代表。 

数理逻辑，特别命题逻辑中的一些基本问题还提供了新的算法问

题，及研究算法复杂性的经典问题，例如第一个NP完全性问题，SAT

问题。 

数理逻辑系统的分析方法，即系统的完备性（completeness）和可

靠性（soundness），还提供了计算机程序分析的一般方法。 

扩充或变种的各种应用逻辑，比如非单调逻辑提供了基于逻辑推

理的常识推理，成为第一代人工智能的重要组成部分。 

数理逻辑揭示了一个逻辑推理有一个语法（syntax）和一个语义

（semantic），语法指按规则的推理过程，语义指该推理过程的数学意

义，即真、假值。一个正确的推理必然要求语法和语义的一致性。 

推理的可靠性（soundness）要求符合推理规则的推理结果是正确

的（即，真的），推理的完备性（completeness）要求真的一定能按推
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理规则证明，即推出来。 

一个逻辑系统的基本要求是可靠性，即推出来的结论一定是正确

的（或真的）。基本的逻辑系统同时还要求满足完备性。然而在一个

适当复杂的数学系统，例如算术系统中，存在一个命题𝐴，使得𝐴和𝐴

的否定 ¬𝐴，均不可证明。 

然而𝐴和 A 的否定 ¬𝐴 必然有一个是真的。因此，存在真的命

题，它不可证明。这就是 deloG  不完全性定理所揭示的结论。 

在 deloG  不完全性定理中，是否“可证”是语法问题，真或者假

是语义问题。不完全性定理的实质是：语法和语义的不一致性，即，

一个适当复杂的数学系统必然有：语法和语义的不一致性。这里面的

一个根本问题是仅仅基于逻辑推理的证明的概念是不充分的（第十五

章将把这个问题作为信息时代的重大科学问题之一提出）。 

基于数理逻辑的人工智能是人工智能的一个重要方向，即符号主

义人工智能，其使命是揭示，逻辑推理在人工智能中的作用与极限。 

 

1.3 人工智能的计算原理 

“计算”是人类的一个基本智能活动。 

Turing 1936 年的 Turing 机，特别是通用 Turing 机给出了计算这

一概念的数学定义和数学模型。 

计算这一概念有很多属性。然而计算的根本属性是机械性，即计

算的每一步动作都是机器可执行的。这就是计算这一概念的实质。

Turing 机模型揭示了计算概念的这一实质。 

Turing 机执行的任何一个步骤都是： 

（1）指向一个位置； 

（2）改变一个符号； 

（3）改变一个状态； 

（4）左移一格或者右移一格。 
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计算的实质：计算的每个动作都是机器可执行的。 

因此，计算可以由机器来实现。一个 Turing 机就是一个机器的数

学模型，它能实现一个计算任务。 

通用 Turing 机就是一个机器的数学模型，它能实现任何一个计

算任务。 

Turing 的理论贡献是证明了任何一个计算都可以由一个机器，即

通用 Turing 机来实现。 

Turing 机模型还揭示了： 

 

计算定律（The law of computation） 

计算是局部的，即计算过程中任何一个动作都是局部操作，而且

一个计算就是一系列局部操作构成的序列。 

 

显然，逻辑推理是一个计算过程，计算定律也表明逻辑推理是局

部的。 

计算是局部的这一计算定律表明：计算完美地实现了逻辑推理，

但是不能实现直觉推理。 

什么是逻辑推理？什么是直觉推理？逻辑推理就是同一抽象层

次的推理。直觉推理就是跨越抽象层谱的推理。现实世界必然包含不

同抽象层谱的对象。逻辑推理和直觉推理都是人推理不可或缺的推理

形式，是人学习的基本策略。 

因此仅仅依靠计算不可能实现人的学习，这是以计算为中心建立

学习理论的先天不足，不可弥补。 

Turing 机模型揭示了计算概念的实质，更证明任何一个计算可以

用一个 Turing 机来实现，然而并没有回答如何对一个问题通过计算

来求解。 

任何一个计算问题必然有一个“目标函数”。计算的目标函数是
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由人来确定的，机器本身不能确定计算的目标函数。 

一个计算问题的目标函数是该计算问题的语义，而计算的过程是

该计算问题的语法。 

因此，一个计算问题有一个人确定的语义和一个机器实现的语法。

计算机解决计算问题的语法，但是不能解决计算问题的语义。 

Turing 机的定义揭示了计算这一概念的实质，奠定了计算理论的

基础。而计算理论正是计算机科学的三大支柱之一。 

通用 Turing 机还为后来的电子计算机提供了数学模型，因此，通

用 Turing 机也为计算机体系结构提供了原理。体系结构是计算机科

学的三大支柱之一。 

程序理论、计算理论和体系结构正是计算机科学的三大支柱，其

中程序理论的数学基础是数理逻辑，而计算理论和体系结构的数学基

础都是 Turing 机和通用 Turing 机。 

计算这一概念的研究毫无疑问仍然是计算机科学，特别是理论计

算机科学的核心问题。计算的数学实质由 Turing Thesis 确定。 这个

论题是否正确仍然是一个重大问题。在计算复杂性层面，现有的算法

复杂性及计算复杂性都是基于 Turing 机来定义的。基于 Turing 机模

型，建立了 NP 困难性、NP 完全性的理论。然而计算复杂性理论并

没有揭示一个计算问题为什么困难的实质。一个计算问题为什么复杂

应该是由这个问题内在本质属性所决定的。 

算法、计算复杂性，甚至可计算性的任何突破实质上都要求有一

个算法新思想。这仍然是计算机科学研究的发动机。 

 

1.4 图灵对机器智能的研究 

在 Turing 之前，有很多计算装置，中国古代的算盘就是一个简

单、有效的计算装置。然而计算这一概念有一个严格的数学定义，而

且计算可以完全由机器来实现。计算器和计算机的根本区别在于：计
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算器是单一计算任务的计算；计算机是通用计算模型的计算。通用

Turing 机预示着计算可以完全由机器来实现。这是一个伟大的科学成

就。基于对这一成就的预见，Turing 1948 年提出了机器智能的概念，

并第一次对机器智能这一问题做了认真的研究。 

Turing 1948 年提出：“机器会思考吗？”这一问题，并针对这一

问题进行了充分论证。 

然而，“思考”这个概念太复杂，没有一个数学模型来实现它。

对此，Turing 提出了后来人们称之为“Turing 测试”（Turing Test）的

模型以检测一个机器是否有智能，从而回避了什么是智能的问题？以

及机器是否有智能的问题？ 

在这篇文章中，Turing 提出了一个基于计算的模拟小学生在学校

在老师指导下学习的学习模型。这是第一个尝试给学习这一概念建立

模型的工作。Turing 的学习模型引出后来强化学习的模型。成为机器

学习的一个重要方向。 

Turing 1948 年的工作第一次明确提出了机器学习和机器智能的

问题。然而 Turing 的工作并没有对学习和智能这两个概念的数学实

质做出有意义的理解。 

实际上，如前所说，计算是局部的，不可能实现直觉推理，更不

可能实现学习；计算需要人来确定目标函数，学习的目标函数人也不

知道。因此仅仅基于计算是不可能建立学习模型的。 

Turing 1948 年的工作实际上也说明学习和计算是根本不同的概

念。不然，Turing 肯定可以基于计算模型很容易地建立学习的模型与

原理。Turing 明确提出“机器智能”的概念，然而回避了什么是智能？

智能是怎样形成的？等问题。 

Turing 1948 年提出的“Turing Test”模型仍然被认为是检验一个

机器，是否有智能的准则。 

因此，Turing 1948 年的工作是开启人工智能研究的奠基性成果。 
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Turing 的工作也引出两大基本问题： 

（1）计算与智能这两个科学概念的关系是什么？ 

（2）作为科学概念的“计算”一定是 Turing 机吗？ 

显然，这两个问题仍然是 21 世纪的重要科学问题。 

 

1.5 人工智能研究的兴起 

人工智能的兴起是 1956 年在美国达特茅斯的一个会议开始的。

它的兴起不是人工智能有了科学突破而自然产生的，是一些学者感觉

会有那么一个学科。然而，这个学科真正的科学贡献还没有什么成果。

基础性的成果仅限于数理逻辑、Turing 机，以及如上所说 Turing 第一

个认真研究的成果。 

会议讨论决定用“人工智能”这个名称，并决定了一些研讨会组

织形式。 

会议对人工智能学术没有什么影响性成果。 

顺便说几点：会议确定了“人工智能”名称。在这之前，Turing

用的名称是:智能机，intelligent machinery。人工智能这个名称现在用

的最多，但严格科学意义上，未必严谨、科学。 

人工智能后来几波的发展都是一波三折。其原因可能就是：人工

智能的提出并不是基于科学已经取得突破的基础，而只是感觉有那么

一个东西，大家提出来，口号性的东西比较多，实质科学思想少，口

号介入到了科学研究的原因。 

科学研究应该是有其自身规律的，重大科学问题的突破必然有其

历史的规律性。 

 

1.6 符号主义人工智能 

符号主义的根本原理就是逻辑推理，逻辑推理的数学理论就是数

理逻辑。 
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因此符号主义的人工智能就是基于数理逻辑的人工智能。 

人的推理包括逻辑推理和直觉推理，人的推理是逻辑推理和直觉

推理的结合。 

显然，逻辑推理和直觉推理是不一样的，两者对人的学习都至关

重要。 

逻辑推理的数学理论是数理逻辑。然而，长期以来，没有一个直

觉推理的数学理论。 

为正确理解推理这一概念，这里提出： 

定义 1.1（逻辑推理）逻辑推理就是同一个抽象层谱的推理。 

定义 1.2（直觉推理）直觉推理就是跨越抽象层谱的推理。 

定义 1.1 和定义 1.2 表明了逻辑推理和直觉推理的本质区别。定

义 1.1 和定义 1.2 同时还表明，建立推理的数学理论的一个不可逾越

的障碍是建立层谱抽象的数学理论。我们第一次建立了这样一个理论，

具体参见本白皮书第十章。 

一个基本观察是人的推理是逻辑推理和直觉推理的结合或融合。

由于符号主义的人工智能就是基于逻辑推理的人工智能，符号主义的

人工智能技术不可能实现直觉推理，从而不可能实现人的推理。这就

是符号主义人工智能的根本缺陷。 

然而我们并不知道：符号主义人工智能的边界在哪里？这仍然是

一个重要的科学问题。 

 

1.7 连接主义人工智能 

连接主义人工智能的基本原理是：一个良定义的函数必然可以由

一个神经网络来任意逼近。 

神经网络学习的一个基本假设是：学习的目标是一个良定义的函

数。 

一个神经网络学习过程就是通过大量的已标注实例学习一个神



中国人工智能系列白皮书 

 13 

经网络的参数使得该神经网络逼近未知的学习目标，它是一个良定义

的函数。 

连接主义人工智能就是一个神经网络模型学习。 

这一学习模型已经取得重要应用成果，并正在引领着当代机器学

习技术的潮流。 

然而，神经网络学习有若干根本性缺陷： 

1.它假设学习的目标是一个函数或分布 

一个分布或随机变量实质上也是一个函数。因此，这一假设表明

学习的目标是一个函数。然而，一个函数实质上是一个表，尽管在简

单情况下，知识可以用一个表来表示，但是根本上来说，人学习的知

识并不能用一个表或函数来表示。 

数学家们喜欢函数是因为函数简单，好研究，成果多，并不是因

为函数是表示人类知识的标准模型。 

人工智能或者计算机科学中，把函数作为学习目标的标准模型是

否正确，需要科学地来研究。 

2.神经网络学习模型并没有回答学习的数学实质是什么这一基

本问题 

因此，神经网络学习模型并没有增加我们对“学习”这一概念的

数学理解。 

3.神经网络模型学习需求大量已知或已标注的实例 

然而大量已标注实例在现实世界中不容易建立，关键是人并不是

通过大量已标注数据来学习的。人从观察一、两个例子就能学习，而

且学得很好。因此，神经网络学习不是一个像人一样学习的模型。 

4.神经网络学习并没有一个可解释性 

人的学习是有可解释性的，说明神经网络学习跟人学习是不一样

的。而且由于没有可解释性，神经网络学习在严格科学技术标准要求

下的应用是不可信的。 
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有人可能认为学习不需要可解释性。人学习是有可解释性的；现

在的每一个学科的分支、领域都是可解释的。人和动物都在学习，学

习作为一个现实世界的重大基本现象，需要科学的研究，正确、准确、

精确，到点、到位地捕捉到学习这一基本概念的（数学）实质，是科

学研究的必然要求和应有之意。 

神经网络学习的不可解释性是这一模型的先天不足，而不是优点。

如果对此没有清醒的认识，对科学和人类未来技术都有可能造成破坏

性影响。 

5.神经网络的生成学习模型会去修改规则、修改数据，而且需要

一个后台人员团队的控制 

学习的结果自然地受到后台控制人员的主观因素影响。 

从应用技术上说，对神经网络学习模型的潜在风险、危害和威胁

的认知、识别与防范，应该和它带来的收益同样重视，甚至是更加重

视。 

综上所述，连接主义人工智能技术的新现象提出了一系列新

问题： 

（i） 神经网络人工智能技术的数学原理是什么？ 

（ii） 神经网络人工智能技术的计算原理是什么？ 

（iii） 神经网络人工智能技术的安全性怎么实现？ 

（iv） 神经网络人工智能技术是否存在可解释性的原理？ 

（v） 神经网络人工智能是否可以不依赖大量的标注数据？等 

 

1.8 行为主义人工智能 

行为主义人工智能就是行为主义学习，或称为模仿学习。 

模仿学习本身并没有一个科学原理，更没有揭示学习这一概念的

数学实质。 

行为主义学习更多地是一个控制原理，对揭示学习与智能的科学
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原理没有直接的帮助。 

 

1.9 人工智能的数学、物理挑战 

人工智能作为 21 世纪的重大科学问题，它的突破需要新的科学

思想。 

同时，人工智能本身是一个交叉结合的科学现象，它和其它主要

学科的交叉结合、实质关系和边界界定又提出一系列新问题，例如： 

（1）人工智能需要什么样的新数学？ 

（2）智能机的物理原理是什么？ 

 

1.10 人工智能的重大科学挑战 

人工智能的实质是实现机器智能。人是现实世界最高智能的主体。

机器智能就是用机器来实现人的智能。实现智能（或人的智能）的必

要条件是揭示，智能，即人的智能，的科学原理。 

然而，一个重大科学挑战性问题正是：智能的科学原理是什么？ 

智能的主体是人。人是信息世界的对象，而不是物理世界的对象。

智能这一概念只能在信息世界空间中来理解，而不能在物理世界空间

来理解。 

现有的科学体系是物理世界的科学体系。人们现有的对智能的理

解，包括符号主义的人工智能、连接主义的人工智能、行为主义的人

工智能等都是基于物理世界科学范式的关于人工智能的理解。这样的

理解是有根本缺陷的。 

1.10.1 数学、物理对象的可分性 

物理世界对象的可分性：物理世界对象是任意可分的。 

例如：一块石头任意砸碎以后还是石头，合起来还是石头。 

数学对象的可分性：数学对象是任意可分的。 

例如：一条一米长的线段的任意分割以后的线段之和仍是一米。
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因此： 

（1）物理对象是任意可分的。 

（2）数学对象是任意可分的。 

根据数学、物理对象的可分性，对数学物理对象研究的总方法论，

或科学范式就是：分而治之。 

分而治之这个总方法论的数学理论就是微分学与积分学，或简称

为微积分。 

因此，微积分就是支撑数学、物理世界分析的原理与方法。 

1.10.2 信息世界对象的不可分性 

信息世界对象不是任意可分的。例如： 

（1）一个 DNA 序列是一个复杂的生命体。如果把一个 DNA 序

列任意分割它就不再是生命体了。 

（2）一个数学命题的语义是不可分的。一个数学命题的语义就

是真或假，且不再进一步可分。 

（3）一个生命体不是任意可分的。任意分割一个生命体，它就

不再是生命体了。 

信息世界对象不是任意可分的，因此，分而治之不再是信息世界

对象分析的方法论，微积分也不支撑信息世界对象的分析。 

因此，信息世界对象和数理世界对象有根本区别；信息和数学、

物理不一样。用物理世界的科学方法和原理来分析信息世界对象这种

做法，或许在特定条件下，在技术层面是有用的，但是，在科学原理

层面是不成立的。 

然而现在的做法，还真就是用物理世界的科学方法和原理来分析

信息世界的对象与现象。这就是 21 世纪科学最大的障碍、危机、危

险与威胁。 

那么： 

（1）信息世界对象分析的方法论是什么？ 
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（2）支撑信息世界对象分析的数学原理是什么？ 

1.10.3 信息世界对象的可定义性问题 

数与形是经典数学的研究对象，同时数与形可以很好地表示物理

世界对象。 

然而，信息世界的对象本身可能就是一个复杂系统，例如一个

DNA、一个细胞、一个人、一个公司、甚至一个国家等。对于这样的

复杂对象，数、或者任意高维的向量、或者高维几何形状都不足于表

示。 

因此，尽管经典数学的数与形仍然是表示信息世界对象的基本模

型，然而，仅仅是数与形已经不足于表示信息世界的对象与现象了。 

表示与定义当然是科学研究的基础。信息世界的对象与现象的科

学研究，在表示模型与可定义性这个最基本的问题上就遇到了新的挑

战。 

基本问题是：表示信息世界对象的数学模型是什么？信息世界的

对象是否可定义？ 

1.10.4 人学习的基本问题 

人和动物都是观察学习的。观察的数学实质是什么？人和动物的

观察有什么本质区别？ 

机器学习的目标就是由机器来实现人的学习。因此我们聚焦人的

学习，而不去研究人和动物学习有什么不同。 

人的观察本身就是一个信息处理的过程，而不是简单地如照相机

照相一样。人在观察时，一眼看上去就已经做了一个层谱抽象的识别、

区分与分类等。 

人认知世界时有一个先验的认知模型。 

直观地说，人的学习就是根据自己的先验模型来观察世界，并基

于对观察数据的分析，发现现实世界的知识、揭示现实世界的规律、

并且基于发现的知识和揭示的规律进行创造。 
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人学习的模型就是对上述直观过程的数学建模。为此，我们需要

回答如下基本问题： 

（1）学习的数学实质是什么？ 

（2）人的先验认知模型是什么？ 

（3）人的先验分析方法是什么？ 

（4）人观察的数学实质是什么？ 

（5）知识的定义与度量是什么？ 

（6）规律的定义是什么？ 

（7）学习的基本策略是什么？ 

（8）学习的数学原理是什么？ 

（9）学习的目标与极限是什么？ 

（10）学习的数学模型是什么？ 

1.10.5 自我意识的基本问题 

人是会主动学习的，因为人有自我意识。自我意识是什么？怎样

实现一个个体的自我意识？自我意识的数学原理是什么？ 

直观地说，一个个体的自我意识包括： 

（1）感知自身； 

（2）自我感知的先验模型； 

（3）区分自身与外界； 

（4）自身对外界作用的感知与认知； 

（5）来自外界的确定性对自身影响的认知； 

（6）来自外界的不确定性对自身影响的认知。 

数学地实现以上目标就揭示了自我意识的基本科学原理。 

基于自我意识原理所建立的机器可以实现机器自我意识。 

1.10.6 博弈/谋算的基本科学问题 

现实世界的每一个个体或对象都有一个趋势保持自己的存在性，

保持自己在环境中的作用，以及保持自己的运动性。 



中国人工智能系列白皮书 

 19 

现实世界的一个环境中包括有很多对象，这些对象在运动中，对

象之间相互作用。因此现实世界充满了不确定性，不确定性产生了竞

争，每一个对象在竞争中都想获胜、获利。这就是现实世界的基本现

象与法则。 

然而，在充满了不确定性、充满竞争的现实世界中，大量的对象

被征服或被消灭。 

一个自我意识个体在现实世界的竞争与博弈中获胜、获利，保持

和改善自身的存在性、保持和扩大自己在现实世界中的作用、扩大自

己的运动性就是一个自我意识体智能的表现。 

现实世界的每一个对象都有其存在性、作用和运动性；一个对象

在现实世界中的存在性、作用和运动性背后的原因实际上就是该对象

在现实世界中博弈的结果。因此，博弈还是一个对象存在性、作用和

运动性背后的原因。 

博弈与竞争是现实世界的基本现象，其背后的深层逻辑必然有一

些科学原理。 

现实世界博弈与竞争的科学原理是什么？这个问题是智能科学

的重大问题，也是人工智能的重大科学问题。 

1.10.7 本节小结 

我们已经看到，人工智能的根本科学问题实质上是信息科学的重

大科学问题。 

因此，人工智能科学原理必然是建立在信息科学原理基础之上的。

换句话说，人工智能的科学原理本质上就是信息科学原理。破解人工

智能科学原理的钥匙是信息。 

 

1.11 信息科学重大挑战性问题 

1.11.1 经典信息论 

Shannon 1948 年定义了嵌入在一个随机变量中的不确定性的量。 
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假设 𝑝 = {𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑛} 是一个概率分布，𝑋 是服从分布 𝑝 的

随机变量，定义嵌入在 𝑋 中的不确定性的量为： 

𝐻(𝑋) = − ∑ 𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑙𝑜𝑔2 𝑝𝑖 , 

称为 𝑋 的熵。 

给定一个联合概率分布 𝑝(𝑥, 𝑦)，假设 𝑋 和 𝑌 分别是两个随机

变量，使得 (𝑋, 𝑌) 服从联合概率分布 𝑝(𝑥, 𝑦)，Shannon 定义了 𝑋 和

 𝑌 的互信息为： 

𝐼(𝑋; 𝑌) = ∑ ∑ 𝑝(𝑥, 𝑦)

𝑦𝑥

log
𝑝(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)
 . 

互信息 𝐼(𝑋; 𝑌) 表示了知道 𝑌 的情况下消除的嵌入在 𝑋 中的

不确定性的量，也表示在知道 𝑋 的情况下消除的嵌入在 𝑌 中的不

确定性的量。 

Shannon 1948 年证明了如下通信原理： 

 

（1）（数据）假设发送方想传输的数据为 𝑊，它是一个随机变

量。 

（2）（编码）通过一个纠错码 𝐸 把 𝑊 编码为 

𝑋 = 𝐸(𝑊). 

（3）（信道传输）发送方把 𝑋 通过由一个条件概率分布 𝑝(𝑦|𝑥) 

定义的通信信道发送，传输给收方。 

（4）（信息）收方收到 𝑌，它是一个随机变量，当收到 𝑌 后，

收方获得的信息为 𝐼(𝑋; 𝑌)，即已知 𝑌 的情况下消除的嵌入在 𝑋 中

的不确定性的量。 

（5）（通信原理）当 𝐼(𝑋; 𝑌) 适当大时，存在解码器 𝐷，使得 

𝐷(𝑌) = 𝑊, 

即解码器 𝐷 根据 𝑌 就可以把发送方想发送的数据 𝑊 解码出来。 
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Shannon 1948 年的论文应用概率方法证明了以上通信原理。 

到目前为止的信息论就是在不断优化 Shannon 的通信原理。但是

整个信息论没有超出 Shannon 通信模型与通信原理的范畴。 

Shannon的理论完美地解决了通信问题，为通信建立了数学原理，

这个原理正是通信从 1G 到 5G 通信技术的理论支撑。毫无疑问，

Shannon 的理论也是 20 世纪的一个重大科学贡献。 

Shannon 的科学贡献在于： 

（1）度量了嵌入在一个随机变量的不确定性的量，即该随机变

量的熵； 

（2）通信信道可以用一个条件概率分布来表示； 

（3）信息是消除的不确定性； 

（4）信道传输是消除不确定性，即获得信息，的动作或操作； 

（5）信道传输所获得的信息是可以度量的； 

（6）信息是有用的，通过信道传输所获得的信息可以解码出发

送方想发送的数据。 

这就为通信技术提供了数学原理。 

（5G 通信技术已经接近实现了 Shannon 原理的极限，因此，6G

需要新的通信原理。如果没有新的通信原理，原则上来说 6G 是不靠

谱的。） 

1.11.2 生成策略 

熵是不确性的量。随机变量肯定包含有不确性，Shannon 熵度量

了嵌入在一个随机变量的不确定性的量。 

然而，随机变量只是一个特殊的函数。函数是数学中的基本对象，

然而现实世界对象要复杂得多，通常情况是函数所不能表示的。 

函数概念的推广是二元关系，二元关系的推广是图，一个图表示

是由很多个体及个体之间的关系构成的系统。 

现实世界中的一个对象通常是一个由很多个体及个体之间的关
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系构成的系统。一个系统的数学表示就是图或非负矩阵。 

因此，图（有向或无向，有权重或无权重）表示一个系统，由多

个个体及从个体到个体的交互作用构成。 

图或系统是表示现实世界对象的基本模型，它表示了由很多相互

作用的个体构成的运动系统。 

显然图或系统是函数的推广，从而是随机变量的推广。 

一个随机变量有不确定性。自然地一个图或系统表示的运动有不

确定性。 

Shannon 熵度量了嵌入在一个随机变量中的不确定性。然而

Shannon 没有给出嵌入在一个系统中的不确定性的度量。 

一个基本问题是：不确定性在哪里？不确定性是怎样生成的？怎

样度量现实世界的不确定性？ 

这些问题的答案将解决现实世界的不确定性的数学表示与模型，

回答信息是怎样生成的这一基本问题。 

现实世界中，不确定性来自于很多对象，而且这些对象在运动，

对象之间相互作用。原因是： 

假设只有一个对象，则该对象按自身规律不受干扰地运动，没有

不确定性；如果有很多对象，这些对象都不运动，也不相互作用，则

所有对象永远保持一个状态，也没有不确定性。 

因此，不确定性来自于很多对象的运动和相互作用。表示很多对

象的运动和相互作用的数学模型恰好就是图、或者，等价地，非负矩

阵。这解决了现实世界中不确定性载体的数学表示与模型。 

不确定性来自于多个个体及其相互作用。因此，生成多个个体及

其相互作用的动作或者操作就是一个生成策略。任何一个生成不确定

性的动作或操作都是一个生成策略。 

一个生成策略生成的信息称为生成信息。一个生成策略的生成信

息是可以度量的。 
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一个基本问题是：信息生成的原理是什么？ 

1.11.3 解码策略 

信息是消除的不确定性。消除一个不确定性载体中的不确定性需

要一个动作。消除不确定性的动作是开放的，有很多种动作消除不确

定性。 

消除不确定性的动作的例子： 

（1）计算 

（2）实验 

（3）询问 

（4）每天的学习 

（5）想一想 

等都是消除不确定性的策略。 

任何一个消除不确定性的动作都称为一个解码策略。 

一个策略就是一个生成策略，或者一个解码策略。生成策略生成

不确定性，即，生成信息；一个解码策略的解码信息就是该策略消除

的不确定性的量。 

一个策略可能是一个物理动作，也可能是个数学动作，还可能是

个生物动作等。 

由于一个策略可能是不同类型的动作，信息也因此是不同类型对

象的基本概念，例如是物理概念、数学概念、计算机科学概念或生物

概念等等，这取决于获取该信息的动作是物理、数学、计算机或生物

动作等。 

给定一个信息载体，以及该载体的一个解码策略，该解码策略消

除的嵌入在载体中的不确定性的量称为解码信息。 

解码信息是可以度量的。一个解码策略是一个动作，该动作必然

来自于某一个主体，因为现实世界中的任何一个动作都不是免费的，

必然来自于某个主体。一个解码策略的解码信息对该策略主体一定是
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有用的，即解码信息一定有一个语义，表示解码信息的功能与作用。 

一个基本问题是：信息解码的原理是什么？ 

1.11.4 信息的模型 

信息是消除的不确定性。 

信息的这一定义揭示了信息是一个模型，称为信息模型，它由如

下步骤构成： 

（1）（主体）策略的主体 𝑂； 

（2）（信息生成）信息的生成与信息载体 𝐴； 

（3）（解码策略）主体 𝑂 对载体 𝐴 的解码策略 𝑇； 

（4）（解码信息）策略 𝑇 消除的嵌入在 𝐴 中的不确定性的量，

即解码策略 𝑇 对载体 𝐴 的解码信息 𝒟𝑇(𝐴)，𝒟𝑇(𝐴) 是可度量的； 

（5）（信息的语义）解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 对策略 𝑇 的主体 𝑂 的作

用。 

 

信息模型揭示了： 

（1）策略是一个新的科学概念； 

（2）有两种类型的策略，生成策略和解码策略； 

（3）生成策略必然有一个生成原理； 

（4）解码策略必然有一个解码原理； 

（5）生成信息就是一个生成策略生成的信息量，即产生的不确

定性的量； 

（6）解码信息就是一个解码策略消除的不确定性的量； 

（7）生成信息是可以度量的； 

（8）解码信息是可以度量的； 

（9）生成信息是有用的； 

（10）解码信息是有用的。 

信息模型揭示了作为科学概念的信息的数学实质。注意到，经典



中国人工智能系列白皮书 

 25 

信息论中，严格意义上说，信息只是一个通信概念，而不是一个科学

概念。 

作为科学概念的信息和作为通信概念的信息是两个本质不同的

概念。 

1.11.5 信息基本定律 

信息作为一个全新的科学概念，它不属于任何一个已有的学科，

例如数学、物理、化学、计算机、生物等，但是由于解码信息的策略

可以是任何已有学科的操作，例如数学操作、物理操作、化学操作、

计算机算法或生物动作等，信息也是包括数学、物理、化学、计算机、

生物等学科的基本概念。 

作为一个全新的科学概念的信息必然有一些新的基本公理或定

律。 

一个基本问题是：信息的基本定律是什么？ 

1.11.6 信息科学是什么？ 

信息是一个全新的科学概念。信息科学就是一个全新的科学，它

不同于已有的任何学科，包括数学、物理、化学、计算机、生物等任

何一个已有的学科，同时信息也是所有这些学科的基本概念。 

经典信息论中“信息”的实质是一个通信概念，它表示信道传输

所解码的信息，或者通过信道传输这一动作或操作所消除的不确定性

的量，这时，解码策略就是信道传输，它是消除不确定性的动作。 

信息模型揭示了： 

（1）确定性和不确定性是可以相互转化的，转化是有条件的，

即需要一个动作或操作，这个动作或操作称为策略； 

（2）从确定性到不确定性的转化的策略称为生成策略； 

（3）从不确定性到确定性的转化的动作或操作称为解码策略； 

（4）生成策略的生成信息是可度量的； 

（5）解码策略的解码信息是可度量的； 
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（6）信息科学就是研究现实世界的确定性和不确定性，以及确

定性和不确定性之间相互转化的规律与作用的学科。 

1.11.7 信息的数学理论是什么？ 

信息是一个全新的科学概念，是揭示和分析信息世界的钥匙。 

信息世界的科学范式，或总方法论是什么？这个总方法论的数学

理论是什么？ 

信息世界的科学范式，即总方法论是：层谱抽象。 

层谱抽象的数学定义是编码树，见第九章。 

编码树的意义是： 

（1）编码树是层谱抽象的数学模型； 

（2）编码树是层谱抽象的数据结构； 

（3）编码树是一个全局的无损编码。 

层谱抽象的意义在于： 

（1）层谱抽象是一个离散系统的微分算子； 

（2）层谱抽象是一个信息系统的解码策略； 

（3）层谱抽象是信息世界对象的范式； 

（4）层谱抽象是先验认知模型； 

（5）层谱抽象是先验感知模型等。 

显然信息世界总方法论的数学理论就是支撑信息世界分析的数

学原理。 

层谱抽象作为解码策略的信息论就是信息的数学理论，它也是信

息模型的数学理论，见本白皮书第十章。 

1.12 信息科学原理 

信息的数学理论揭示了信息科学的三大原理： 

（1）信息演算理论； 

（2）信息解码原理； 

（3）信息生成原理。 
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信息演算理论提供了基于编码树的推理理论，建立了融合逻辑推

理与直觉推理的数学理论。 

更为重要的是信息科学原理建立了层谱抽象这一认知模型的数

学原理与理论。 

由于层谱抽象是信息世界的科学范式和认知模型，信息科学原理

建立了层谱抽象认知模型的数学理论，为信息时代的科学提供了新的

动力。 

现有的科学体系的各学科分支、方向都是在物理世界的科学范式，

即，范畴的研究， 其总方法就是分而治之这一分析方法。 

总体而言，分而治之是一个科学分析方法，它是物理世界科学体

系的总发动机。 

信息科学原理揭示了信息时代的科学研究有两个发动机：分而治

之的分析方法，和层谱抽象的认知模型，这就构成了信息时代科学的

双引擎。 

信息科学原理，见本白皮书第十章，就是层谱抽象认知模型的数

学原理与理论。 

信息时代科学的双引擎首先解决的一个科学问题是人工智能科

学的建立，见本白皮书第十一章、第十二章、第十三章和第十四章。 

1.13 本章小结 

本章分析了人工智能的起源，各阶段的理论基础及根本缺陷，揭

示了人工智能是科学发展的必然结果，指出人工智能科学是 21 世纪

的重大科学障碍。 

分析了现有科学体系的缺陷，人工智能的重大挑战、信息世界的

重大科学挑战性问题。 

分析了人工智能科学的根本问题；提出层谱抽象认知模型；提出

层谱抽象感知模型；提出博弈的信息原理和数理原理；提出博弈的必

胜策略原理；揭示了人工智能的路线图：（观察）学习、自我意识和
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在竞争中获胜、获利等基本策略和概念。 

提出了信息的模型；揭示了信息这一科学概念的数学实质；提出

了策略这一全新的科学概念，以及生成策略和解码策略的基本概念；

提出层谱抽象这一信息世界的科学范式；揭示了层谱抽象这一认知模

型与方法，建立了未来科学与技术的新动力。 
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第 2 章 符号主义人工智能 

2.1 命题知识表示与推理 

知识表示与推理是人工智能中的一个重要领域。早在 1958 年，

麦卡锡考虑的人工智能系统建议采纳者（Advice Taker [1]，其可被视

为第一个完整的人工智能系统[2]）已主张采用知识求解问题。目前，

知识表示与推理方法的应用涵盖了人工智能领域的多个应用分支，包

括形式化验证、问答系统、语义网、自动规划、感知机器人和多智能

体系统在内的多个领域[3]。 

逻辑是一种使用时间最长，且应用最为广泛的知识表示方法，几

乎所有其它知识表示方法都能够使用某种逻辑进行等价表示。早在计

算机时代到来之前，数理逻辑学家就已开始使用经典逻辑形式化表示

陈述性的知识，主要为了对数学进行形式化，以自动进行定理证明。

尽管经典逻辑在某些情况下不能表达人工智能中各式各样的非数学

形式的知识，但毫无疑问其仍然在知识表示领域占有举足轻重的地位，

其中一阶逻辑由于其极强的表达能力、易理解的基于模型论的语义以

及较好的推理能力而应用最为广泛。研究人员为一阶逻辑提出了多种

的推理方法，例如 Tableau 方法[4]、DP 方法[5]、归结方法[6]等，开发

了包括 Otter[7]、3TAP[8]、Isabelle[9]等在内的多个推理机。 

一阶逻辑最大的问题在于其推理代价过于昂贵，命题逻辑是一阶

逻辑的子集，近二十多年来随着命题可满足性（satisfiability，SAT）

问题求解器效率的快速提高，其在人工智能中发挥着越来越重要的作

用[10]。从本质上讲，SAT 求解器提供的是一个通用的命题推理平台，

但是其可应用于推理之外的多个组合优化领域。例如，自动规划问题

是 PSPACE 完全的，当规划解的长度被限制为多项式时，该问题为

NP 完全问题，可编码为 SAT 问题，著名的 SatPlan 规划器[11]在该思

想的基础上实现，其在国际规划竞赛中多次夺得第一名。另外，在有

界模型检测（bounded model checking）[12]和回答集编程[13]等领域，SAT
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求解器都有重要应用。实际上，很多组合优化问题，通过编码为 SAT

问题后再调用 SAT 求解器的求解效率甚至高于直接求解原问题的效

率[3]。 

2.1.1 命题逻辑 

命题逻辑下的公式由逻辑常量（true 和 false）、命题变量（表示

为斜体小写字母，如 x、y、z）和逻辑联接词（否定、合取）组成。

本文记公式中出现的变量的集合为 Vars()。任意变量集 X 上赋值

是从 X 到{true, false}的映射，X 上所有赋值的集合记为 2X。给定公

式以及 X 上的赋值，其中 Vars()  X，满足递归定义如下： 

（1）满足 true； 

（2）不满足 false； 

（3）满足 x 当且仅当 x  true  ； 

（4）满足当且仅当不满足； 

（5）满足   当且仅当满足和满足。 

给定公式和，若对于 Vars()  Vars()上的任意赋值满足

都有满足，则称蕴含，与等价（记为  ）当且仅当与

相互逻辑蕴含。等价于常量 true 或 false 的公式称为平凡（trivial）公

式。给定公式，Vars()上满足的赋值称为的模型，的所有模型

的集合记为 M()，是可满足的（satisfiable）当且仅当 M()  ，

是有效的（valid）当且仅当 M()  2Vars()。给定任意赋值，其中

赋值为 false 的变量数称为的度（cardinality）。给定公式，若其可

满足，则的最小度定义为 M()中所有元素的度的最小值，否则定义

为。为了方便，本文还将使用到如下五个逻辑联接词（其定义如表

1.1）：析取、条件、反条件、双条件和决策 ITE（表示“if . 

then . else .”）。任意公式的大小为||表示公式中使用的逻辑联接词

的数目。 

表 2-1 逻辑联接词 
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名称 定义 

析取     (  ) 

条件        

反条件        

双条件     (  )  (  ) 

决策 ITE ITE(, ,)  (  )  ( ) 

 

在下文中，我们将使用到如下特定类型的公式： 

（1）文字（literal）：变量 x（正文字）或其否定x（负文字）。

给定文字 l，若 l  x，则其否定文字l 为x，否则其否定文字为 x，

l与l称为互补的文字。给定不含互补文字的文字集 L，下文记 Vars(L) 

 {x: x  L 或x  L}，记(L)  {x  false : x  L}  {x  true : x  

L}。给定赋值，下文记 L()  {x: x  false  }  {x: x  true  

}； 

（2）子句（clause）：多个文字的析取，在明确上下文中子句有

时亦表示为文字的集合，相反，给定文字集 L，在非明确上下文中我

们使用(L)表示 L 中所有文字的析取组成的子句； 

（3）项（term）：多个文字的合取，在明确上下文中项有时亦表

示为文字的集合，相反，给定文字集 L，在非明确上下文中我们使用

(L)表示 L 中所有文字的合取组成的项； 

（4）合取范式（conjunctive normal form，CNF）：多个子句的合

取，有时亦表示为子句的集合，所有子句中文字数为 k 的 CNF 公式

记为 k-CNF 公式，其中 k 为常数； 

（5）析取范式（disjunctive normal form，DNF）：多个项的析取，

有时亦表示为项的集合； 

（6）否定范式（negation normal form，NNF）：否定运算符只出

现在变量之前的公式，显然，任意 CNF 和 DNF 公式都为 NNF 公式。 
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任意命题公式可表示为有根的有向无环图，每个终止节点标记为

常量或变量，非终止节点标记为逻辑联接词，然后相同的子公式可合

并为一个节点从而节省空间开销。 

2.1.2 命题推理问题 

命题知识库通常表示为命题公式，库中的知识表示为被该公式蕴

含的所有公式，因此命题推理问题通常可表示为知识库的查询问题。

本文中涉及到的推理问题如下： 

（1）判定知识库的一致性，也即判定对应命题公式的可满足性。

该问题的重要性主要来源于两方面。第一，不满足当且仅当  

可满足，因此该问题在自动推理中处于核心位置。第二，SAT 问题是

第一个被证明为 NP 完全的问题，其多项式时间的求解算法将导致所

有 NP 中问题皆能在多项式时间求解。由于任意逻辑公式的可满足性

问题都可转化为某个线性大小的 CNF 公式的可满足性问题，且 CNF

公式的可满足性问题也是 NP 完全的，因此有时 SAT 问题也简单表示

为 CNF 公式的可满足性问题，k-CNF 公式的可满足性问题相应称为

kSAT 问题。当 k  3 时，kSAT 问题是 NP 完全的，而 2SAT 问题为

NL 完全的。 

（2）判定知识库的有效性。该问题与 SAT 问题互补，是 co-NP

完全的。 

（3）判定知识库是否蕴含某个子句。由于任意公式都可表示为

等价的 CNF 公式，而知识库蕴含一个 CNF 公式当且仅当其蕴含 CNF

中所有子句，因此任意表示语言是否支持多项式时间的子句蕴含判定

算法是衡量该语言易处理性的最基本标准[14]  [15]  。 

（4）判定某个项是否蕴含知识库。该问题与子句蕴含判定问题

互补，在基于模型的诊断领域有重要应用。 

（4）计算知识库的模型数。CNF 公式的模型计数问题为#P 完全

问题，模型计数问题在人工智能和形式化验证领域具有众多应用场景，
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例如，解决多种概率推理问题，如贝叶斯网络推理可以高效地转化为

模型计数问题[16]  ，文献[17]  提出的基于加权模型计数的贝叶斯推理

方法是目前最快的精确贝叶斯推理方法.此外,模型计数还在自动规划

[18]  、神经网络验证[19]  等领域有着广泛的应用场景。 

（5）枚举知识库的所有模型。该操作在产品配置中有重要应用，

可用于枚举出所有满足用户需求的方案[20]  。 

（6）判定知识库间的等价性。该问题在电子设计自动化领域有

重要应用，可用于确定两种电路设计是否表现出完全相同的行为[21]  。 

（7）判定知识库间的蕴含关系。 

（8）计算知识库的最小度。知识库的最小度在某些应用中代表

明确的语义。例如，在基于模型的诊断中，最小度可表示给定可观察

系统中最小的故障数；又如，在自动规划中，可用于表示得到指定目

标所需的最少动作数[22]  。 

2.1.3 命题可满足性求解方法 

当命题知识库表示为 CNF 公式时，目前高效的 SAT 求解能较好

地解决一致性判定这一问题，在某些情况下甚至可在较短的时间内判

定出多达上百万个变量的知识库的一致性。对于其他命题推理任务中，

除模型计数、模型枚举以及计算最小度外，也可通过调用一次或线性

次 SAT 求解器进行求解。例如，对于子句蕴含问题，蕴含当且仅

当  可满足。又如，对于知识库间蕴含问题，蕴含当且仅当对

于任意  都有蕴含。SAT 问题是第一个被证明为 NP 完全的问

题，Cook 也因此获得了图灵奖。 

SAT 求解方法主要可分为完备和非完备两类，前者能判断出可满

足性并对于可满足的问题能给出解，后者对于不可满足的问题无法给

出判断。完备的求解方法中使用最广的为 DPLL 算法[5]  [23]  ，最早由

Davis 和 Putnam 于 1960 年提出，并在 1962 年由 Davis、Logemann、

Loveland 进行进一步的优化，这是一种搜索树上的深度优先搜索算法，
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它结合了单文字规则、纯文字规则等缩小搜索空间，主要思想是在公

式的所有部分赋值的空间中进行回溯搜索。在 DPLL 框架下，研究人

员通过嵌入多种优化技术实现了多个高效的求解器，最著名优化技术

为 1996 年 Silva 和 Sakallah[24]  在求解器 GRASP 中提出的冲突学习

技术，后续的完备的求解器都使用到了这项技术，该技术通过对冲突

进行分析学习新子句缩减搜索空间，极大的提高了 DPLL 方法的效

率，现代的 SAT 求解都使用到了这项技术，对应的求解器也被称为

基于冲突的子句学习（Conflict-driven clause learning，CDCL）求解器。

最经典的 CDCL 求解器是 MiniSAT[25]  ，后续的很多求解器

PrecoSAT[26]  、CryptoMiniSat[27]  、Kissat[28]  等都是在 MiniSAT 的源

代码基础上改进的。非完备求解方法多基于局部搜索，包括 GSAT[29]  、

Walksat[30]  、调查传播（survey propagation）[31]  、格局检测[32]  等。

自 2002 开始，SAT 领域内每年举办一次 SAT 竞赛，也极大地推动了

SAT 问题求解效率的提高。 

国内对于 SAT 问题也取得了很多研究成果，早在 2000 年，中科

院软件所张健研究员出版了一部关于可满足性求解器的专著，中科院

软件所蔡少伟和华中科技大学何琨等研究组在 SAT 竞赛中多次获得

冠亚军，吉林大学欧阳丹彤团队在基于扩展规则的 SAT 求解方面发

表了一系列的成果。 

2.1.4 模型计数 

模型计数问题是 SAT 问题的重要扩展，该问题旨在计算满足公

式的赋值的数量。模型计数问题相较于 SAT 问题更具有挑战性，具

有#P 完全的计算复杂性。总体而言，模型计数方法可分为精确和近

似两大类。随着模型计数应用需求的持续增长以及学界对模型计数相

关算法研究的不断深入，再加之模型计数竞赛[10]的推广，领域中已出

现了数十种模型计数求解器。 

精确求解算法主要分为三类：基于搜索、基于编译以及基于变量



中国人工智能系列白皮书 

 36 

消元。基于搜索的模型计数方法的主要思想是通过更智能的枚举部分

解来扩展 DPLL 框架[33]  。开创性的基于搜索的模型计数求解器是

Cachet[34]  ，它首先实现了将组件（子句的子集）缓存与冲突驱动的

子句学习相结合来进行模型计数。随后的模型计数求解器 sharpSAT[35]  

改进了组件缓存方案以及决策启发式。在 sharpSAT的基础上，Ganak[36]  

进一步引入了概率缓存。考虑到 Cachet、sharpSAT 和 Ganak 按照

Decision-DNNF[37]  进行搜索,可扩展模型计数器 ExactMC[38]  按照

Decision-DNNF 的泛化表示进行搜索,实验结果表明能明显著提高求

解效率。最近的 SharpSAT-TD[39]  在 sharpSAT 的基础上使用

FlowCutter 算法计算输入公式的树分解，并将树分解应用到决策启发

式中，在 2021 年的模型计数比赛中取得了冠军。基于编译的技术依

赖于高效的知识编译器，编译器将输入语言表示的公式编译为目标语

言表示的公式，编译后可以使用目标语言的表示高效地进行模型计数。

例如，可以将公式转换为二元决策图并从标记为 1 的叶节点开始一直

遍历到根节点以读取解的数量。c2d[41]  就是一个著名的基于编译的模

型计数求解器，它将给定的合取范式公式转换为可分解的否定范式,

而该范式是有序二元决策图的严格超集，并且通常更简洁.其他有代

表性的模型计数求解器还有 Dsharp[42]  、miniC2D[43]  和 d4[44]  等。基

于变量消除的方法将问题表述为，并通过对变量进行一系列相乘、映

射来执行模型计数。ADDMC[45]  是一个具有代表性的基于变量消除

的模型计数求解器，它的主要思想是使用代数决策图来执行相乘、映

射操作。随后，研究人员提出了一个统一的动态规划框架，称为

DPMC[46]  ，ADDMC 可以视为 DPMC 的特例。在 DPMC 框架中,公

式的模型计数是对公式构建项目连接树后计算得到。 

近似模型计数算法根据提供的近似保障可进一步分为三类。第一

类是提供(, )近似保证的近似求解器，假设真实模型数为 Z，则求解

器能在 1的概率内输出介于[Z/(1+)，Z(1+)]的估计值，代表性的求
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解器为 ApproxMC[47]  。第二类求解器提供一定概率下的上界或下

界保证，代表性的求解器包括 MBound[48]  和 SampleCount[49]  。第三

类不提供任何保证，但在实际应用中可扩展性最强，代表性的求解器

为 satss[50]  和 STS [51]  。 

目前国内开展模型计数研究的单位包括吉林大学、中科院软件所、

东北师范大学、暨南大学等。 

2.1.5 知识编译 

命题推理问题通常被认为是不易处理的。例如，命题知识库的子

句蕴含查询为 co-NP 完全问题，通常被认为不存在多项式时间的求解

算法。知识编译是解决这种不易处理性问题的重要方法[14]  [15]  [52]  ，

目前已被应用到模型检测[53]  、诊断[54]  、产品配置[55]  、自动规划[56]  、

数据库[57]  和数据挖掘[58]  等多个领域。命题推理问题可从概念上分

为知识库和查询两部分，其中知识库的更新频率较低，人们通常需要

对同一知识库做多次查询。知识编译的主要思想是将查询应答过程分

成两个阶段：离线的编译阶段(off-line compilation phase)和在线的查询

应答阶段(online query-answering phase)。在离线时将命题公式编译为

易处理的目标语言(target language)，从而能更有效地回答在线阶段的

查询。离线阶段的时间代价能在多次（甚至指数次）的在线查询中通

过类似于分期付款的方式补偿回来。 

目标语言是任意知识编译方法的重要方面，其最基本的要求是需

满足多项式时间的子句蕴含查询。目前在实际中应用较为广泛的目标

语言主要可分为如下三大类。第一类为 CNF 和 DNF 的子集，主要包

括 Horn 理论 [14]  [59]  、本原蕴含式 / 本原蕴含范式（ prime 

implicates/implicants normal form，PI/IP）[60]  [61]  [62]  [63]  、EPCCL（each 

pair containing complementary literals）理论[65]  、MODS（models）[52]  

等。第二类为有序二元决策图（ordered binary decision diagram，OBDD）

[66]  及其推广。第三类为可分解否定范式（decomposable negation 
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normal form，DNNF）[22]  及其子集。 

由于到目前为止研究人员针对不同的推理问题提出了多种知识

编译语言，从而增加了在实际应用中选择合适编译语言的困难性。鉴

于此，文献[52]  主张按照如下三个标准对知识编译语言进行评估：简

洁性（succinctness），多项式时间内支持的查询的种类以及多项式时

间内支持的转化的种类。 

文献[52]  按照上述三种标准对多种知识编译语言进行了评估，

并将评估结果形成了一个知识编译图谱（knowledge compilation map）。

之后，研究人员多次对知识编译图谱进行了扩展。 

除了知识编译图谱中涉及到的三个重要评价标准外，知识编译语

言是否具有规范性（canonicity，即对于任意知识库，对应编译结果是

唯一的）也是实际应用中选择知识编译语言需要考虑的一个重要因素，

其能极大方便搜索最优编译结果。例如，OBDD 在实际中广泛应用的

一个重要因素即为 ROBDD 具有规范性，且能在线性时间内通过等价

的 OBDD 得到 ROBDD[67]  。 

国内吉林大学最早开展了知识编译的研究，提出了 EPCCL、

OBDD[]、CCDD 等知识编译语言，并设计了多个编译器。 

2.2 自动定理证明 

2.2.1 自动定理证明的起源、发展与现状 

第一个可运行的定理证明程序是1954年由逻辑学家Martin Davis

完成，实现了普利斯伯格算术(Presburger Arithmetic)的判定过程[68]  。

自然数的一阶理论又称皮亚诺算术，包括自然数的加法和乘法，普利

斯伯格算术是皮亚诺算术的一个子集，只有加法没有乘法。皮亚诺算

术不可判定，但普利斯伯格算术则是可判定的。这个证明器证明了“两

个偶数之和还是偶数”。 

1956 年的达特茅斯人工智能讨论会议被认为是人工智能研究领

域的起源。讨论会上，Newell 和 Simon 发表《逻辑理论机》（The Logic 
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Theory Machine），被认为是自动定理证明（Automated Theorem Proving，

ATP）领域的第一篇论文[69]  。逻辑理论机的目标是想机械地模仿人

类在证明命题逻辑时所用的推导过程，它可以证明怀海特和罗素《数

学原理》第一卷中命题逻辑部分的一个很大的子集。 

1957 年 Dag Prawwitz 和他父亲编程实现了根岑 Gentzen 提出的

自然演绎，发表了影响深远的论文，在论文中提出合一的概念[70]  。 

1959 年 IBM 的 Gelernter 等人实现几何定理证明器[71]  。该系统

采用“反向链”的推理方法，从目标开始向前提产生新的子目标，这

些子目标逻辑蕴涵最终目标。几何定理证明器能够证明直线图形中的

大部分高中考试的问题，并且运行时间也常常与高中生解题时间近似。 

同年，与 Gelernter 同项目组的同事 Gilmore 实现了基于语义表

(Semantic Tableau)方法的定理证明器，被认为是对谓词演算的第一个

可用的机械证明程序[72]  。 

1958 年至 1960 年间，王浩先后实现了三个 ATP 程序[73]  ：一个

完全的命题逻辑程序，一个谓词逻辑程序及其改进。其改进的谓词逻

辑程序在 40 分钟内证明了《数学原理》中全部的 150 条谓词逻辑以

及 200 条命题逻辑定理。王浩的这项工作说明让机器拥有人类的技巧

已不再是一种游戏。 

Gilmore 方法的理论基础是 Herbrand 定理：为证明某谓词逻辑公

式的恒假性，转化为去证明该谓词逻辑公式在 Herbrand 域上实例化

得到的命题公式的恒假性[75]  。在证明命题公式恒假性时，Gilmore 采

用了最原始的“乘法方法”。 

1960 年，Martin Davis 和 Hilary Putnam 对 Gilmore 方法做了改

进，提出所谓的 D-P 过程[76]  ，后进化为当前使用的 DPLL 过程[77]  。

但是，D-P 过程对 Gilmore 方法的改进不是本质的，因为这两种方法，

都需要枚举基替换，去产生恒假的命题公式。 

1960 年 Dag Prawitz 发表论文，指出 D-P 过程的这个致命弱点，
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并给出了改进[70]  。Prawitz 不再枚举替换去产生恒假的命题公式，而

是主动去寻找产生这个恒假命题公式的那个替换。Prawitz 的“直接

寻找替换，从而避免产生公式的组合爆炸”这种思想是深刻的，使用

了人工智能中的匹配技术。但 Prawitz 在实现这种想法时，效果却很

不理想。 

1960 年前后的三年间，是自动定理证明领域中逻辑方法的一段

重要时间。基于 Herbrand 定理的 Gilmore 方法，D-P 过程，尤其是 D-

P 过程中的单文字规则和 Prawitz 的匹配思想，最终导致归结原理的

产生。 

1964 年 J.A.Robinson 提出简洁而漂亮的归结原理 [78]  。被

Robinson 用归结原理所形式化的逻辑里，没有公理，只有一条使用合

一替换的推导规则。而如此简洁的逻辑系统，却是谓词演算中的一个

完备系统：任意一个恒真的一阶公式，在 Robinson 的逻辑系统中都

是可证的。 

重要的改进工作包含： 

1964 年 Wos，Carson 和 G. Robinson 提出了单文字子句优先处理

[79]  和支撑集策略[80]  。1965 年 J.A.Robinson 提出超归结方法。1967

年提出语义归结[81]  。1968年Loveland和Luckham提出线性归结[82]  。

1970 年 Boyer 提出锁归结。1970 年提出 SL-归结[83]  ，被用于早期的

PROLOG 语言中。1970 年 C.L.Chang 提出输入归结，并证明其和单

元归结等价[84]  。1982 年 Murray 提出 NC（Non-Clausal）归结[85]  。 

相等是数学中重要且常见的概念，对于包含等词的公式进行推理

需要特殊的规则：Wos 等人提出 Paramodulation 调解方法[86]  ，调解

方法被推广为 superposition 方法，成为现代定理证明器的理论和实践

基础[88]  。方程式（等式）是一阶逻辑的子集，即只有一个谓词 EQUAL。

BirkHoff 证明了方程逻辑是完全的。在项重写[89]  中，证明就是将一

个符号串（实际上是谓词逻辑中的项）根据给定的等式重写成另一符
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号串。为减少生成的项的数量，引入项之间的序关系来限制重写。

Knuth-Bendix Ordering是上世纪七十年代提出的用于项重写的主要技

术[90]  。 

上世纪八十年代后，自动定理证明领域没有突破性的进展，但该

方向逐渐改名为自动推理，希望计算机程序成为一种工具，能够自动

完成各种需要的推理任务。自动推理领域的归结会议是

CADE(Conference of Automated DEduction)[91]  和 IJCAR(International 

Conference of Automated Reasoning)[92]  ，它们都是双年会议，每年两

个会议交替召开。CASC (CADE ATP System Competition) 是至今每年

仍在 CADE 或 IJCAR 会议上举办的自动定理证明系统比赛[93]  ，赛

题来自 TPTP (Thousands Problems for Theorem Provers)，TPTP 是定理

证明器的公认的 benchmark[94]  。历年的CASC冠军中包括Otter[95]  , 

Vampire[96]  等著名定理证明器。归结原理导致的组合爆炸仍然需要启

发式方法的帮助，定理证明领域陷入停滞状态。近年，谷歌团队的实

验表明，简单的卷积神经网络可以帮助定理证明器挑选子句从而提高

性能[97]  。 

另一方面，研究者们在几何定理证明与计算机代数方向取得比较

满意的结果，代表性的工作为吴文俊院士在上世纪七十年代针对特定

初等几何问题得到高效的算法[98]  ，并且被推广到一类微分几何问题

上[99]  。 

2.2.2 Herbrand 定理 

在离散数学中证明过 Skolem 范式的性质：设谓词逻辑公式 G 的

Skolem 范式为 S，则 G 的不可满足性与 S 的不可满足性等价。因此，

若想证明谓词逻辑公式 G 是不可满足的，可以通过证明 S 的不可满

足性来实现。相比于公式 G 可以具有任意形式，S 是只包含全称量词

的前束范式，并且母式为合取范式（若干个子句的合取）。因此，S 可

以看成是一个子句集合，该集合中出现的量词均是被全称量词作用。
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这就是下面经常谈论子句集的原因。项、文字、子句等若不含变量，

则相应地称为基项、基文字和基子句。 

首先介绍子句集 S 的 Herbrand 域。 

设 H0 是出现于子句集 S 的常量符号集合，若 S 中无常量符号出

现，则H0由一个常量符号 a组成。对于 i=1,2,..., 在Hi-1中加入 fn(t1,...,tn)

得到的集合 Hi 称为 S 的 i 级常量集，其中 fn 是出现在 S 中的所有 n

元函数符号，项 t1,...,tn取自 Hi-1。H∞称为 S 的 Herbrand 域。 

例 1： S = {P(f(x), a, g(y,z), b)}，于是， 

H0 = {a, b} 

H1 = {a, b, f(a), f(b), g(a, a), g(a, b), g(b, a), g(b,b)} 

H2 = {a, b, f(a), f(b), g(a,a), g(a,b), g(b,a), g(b,b), f(f(a)), f(f(b)), 

f(g(a,a)), f(g(a,b)), f(g(b,a)), f(g(b,b)), g(a,f(a)), g(a,f(b)), g(a,g(a,a)), 

g(a,g(a,b)), ...} 

只要子句集 S 中包含函数符号，则 S 的 Herbrand 域是无限集。

对于子句集 S 中子句 C，使用 S 的 Herbrand 域中元素代替 C 中变量

得到的基子句构成的集合称为 C 的基例集。 

定理 1（Herbrand 定理）子句集 S 是不可满足的，当且仅当存在

S 的一个有限不可满足的 S 的基例集 S’。 

Herbrand 定理指出了一种证明子句集 S 的不可满足性的方法：如

果存在一个机械程序，它可以分别用 H1,H2,...中的元素生成 S 中子句

的基例集 S1’,....,Sn’，并依次检查 S1’,....,Sn’,...的不可满足性，那么根

据 Herbrand 定理，如果 S 是不可满足的，则这个程序一定可以找到

一个有限数 N，使 SN’是不可满足的。 

因为每个 Si’可以视为该集合中全部基子句的合取，因此可以使

用命题逻辑中的任意方法检查 Si’的不可满足性。Gilmore 是实现这个

想法的第一人，他将 Si’化为析取范式，如果其中任意一个短语包含

一个互补对（文字与该文字的否定），则可以从析取范式中删除该短
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语。最后，如果某个 Si’是空的，则 Si’是不可满足的。Gilmore 方法需

要求析取范式，因此面临组合爆炸的情况，为了克服这个缺点，Davis

和 Putnam 提出改进方法，即后来的 DPLL 过程[77]  。 

即使采用 DPLL 来判定命题公式的不可满足性，Herbrand 定理的

主要障碍仍然是它要求生成关于子句集 S 的基例集 S1’,S2’....,，在多

数情况下，这些集合的元素个数是以指数方式增加的。非常有可能发

生：子句集 S 的最小的不可满足基例集 Sk’的元素数远超计算机的存

储能力，更别提来判定 Sk’的不可满足性了。 

为了避免上述情况，J.A.Robinson 于 1965 年文章中提出归结原

理[78]  ，可以直接判定任意子句集 S（不一定是基子句集）的不可满

足性，其的核心思想是合一算法，通过合一算法来主动生成能证明 S

不可满足性的实例。 

2.2.3 合一与匹配 

替换是形如{t1/v1,...,tn/vn}的有限集合，其中 vi 是变量符号，ti 是

不同于 vi的项，并且 v1,...,vn互不相同。设替换 θ={t1/v1,...,tn/vn}，E 是

表达式，将 E 中出现的每个变量符号 vi，都用项 ti来代替，得到的表

达式记为 Eθ，称为 E 的例。 

替换的乘积：设替换 θ={t1/x1,...,tm/xm}，λ={u1/y1,...,un/yn}，将集合

{t1
λ/x1,...,tm

λ/xm, u1/y1,...,un/yn}中任意满足如下条件的元素删除， 

（1）ui/yi，当 yi{x1,...,xm}；， 

（2）tj
λ/xj，当 tj

λ=xj时； 

如此得到的替换称为替换 θ 和 λ 的乘积，记为 θ∙λ。 

替换 θ 称为是表达式集合 {E1,...,Ek} 的合一，当且仅当

E1
θ=E2

θ=...=Ek
θ。表达式集合{E1,...,Ek}的合一 σ 被称为最一般合一（匹

配），当且仅当对此集合的任意合一 θ，都存在替换 λ 满足 θ=σ∙λ。例

如表达式集合{P(a,y), P(x,f(b))}是可合一的，其最一般合一为{a/x, 

f(b)/y}。对于有限的可合一的表达式集合，存在合一算法返回其最一
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般合一。 

2.2.4 归结原理 

2.2.4.1 基子句的归结原理 

对任意两个基子句 C1 和 C2，如果 C1 中存在文字 L1，C2 中存在

文字 L2，且 L1=L2，则从 C1，C2 中分别删除 L1，L2，将 C1，C2 的

剩余部分析取起来构成子句，称为 C1 和 C2 的归结式。例如，

C1=PQR，C2=QS，于是 C1和 C2的归结式为PRS。设 C1，

C2是两个基子句，则 C1，C2的归结式 C 是 C1和 C2的逻辑结果。 

设 S 是子句集，从 S 推出子句 C 的演绎是有限子句序列：

C1,C2,...,Ck。其中Ci或者是S中子句，或者是Cj和Cr的归结式（j<i,r<i）；

并且 Ck=C。从 S 推出空子句的演绎称为反驳，或称为 S 的一个证

明。从子句集 S 演绎出子句 C，是指存在一个从 S 推出 C 的演绎。 

例 2，S={PQ,PQ,PQ,PQ} 

（1）PQ； 

（2）PQ； 

（3）PQ； 

（4）PQ； 

（5）Q               由（1）,（2）； 

（6）Q              由（3）,（4）； 

（7）               由（5）,（6）。 

如果基子句集 S 是不可满足的，则存在从 S 推出空子句的归结

演绎。 

2.2.4.2 一般子句的归结原理 

提升引理：如果 C1’和 C2’分别是子句 C1 和 C2 的例，C’是 C1’和

C2’的归结式，则存在 C1 和 C2 的一个归结式 C，使 C’是 C 的例。根

据 Herbrand 定理和提升引理，可以证明一阶逻辑中归结原理的完备

性：若子句集 S 是不可满足的，则存在从 S 推出空子句的归结演绎。 
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例 3：已知某些病人喜欢所有的医生，没有一个病人喜欢任意一

个骗子。证明任意一个医生都不是骗子。 

证：令 P(x): x 是病人 

    D(x): x 是医生 

Q(x): x 是骗子 

L(x,y): x 喜欢 y 

A1: x(P(x)y(D(y)L(x,y))) 

A2: x(P(x)y(Q(y)L(x,y))) 

B: x(D(x)Q(x)) 

要证明公式 A1A2B 是不可满足的，先求出其 Skolem 范式中

的子句集： 

A1=xy(P(x)(D(y)L(x,y)))， 

Skolem 范式为 y(P(a)(D(y)L(a,y))) 

A2 = xy(P(x)Q(y)L(x,y))，Skolem 范式与前束范式相同 

B = x(D(x)Q(x)) ，Skolem 范式为 D(b)Q(b) 

因此，A1A2B 公式的子句集为下述（1）-（5） 

（1）P(a)； 

（2）D(y)L(a,y)； 

（3）P(x)Q(y)L(x,y)； 

（4）D(b)； 

（5）Q(b)； 

（6）L(a,b)               由（2），（4）； 

（7）Q(y)L(a,y)       由（1），（4）； 

（8）L(a,b)              由（5），（7）； 

（9）                  由（6），（8）。 

2.2.4.3 删除策略 

归结原理是比 Gilmore 或 Herbrand 方法更有效的判定一阶逻辑
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中公式的不可满足性的方法。但是，归结原理的效率，也由于在归结

过程中产生大量的无用子句而受到影响。在子句集 S 上使用归结原理

的最直接的一种方法是，计算 S 中所有子句对的归结式，并将这些归

结式并入 S，再进一步计算所有子句对的归结式。重复此过程，直到

空子句被导出。这个过程被称为水平浸透法。对前面例子中子句集

S={PQ,PQ,PQ,PQ}使用水平浸透法，将生成非常多的对

导出空子句无用的子句。 

为了解决防止多余子句产生这个问题，提高归结推理效率，删除

策略被引入。 

称子句 C 包含子句 D，当且仅当存在替换 σ 使得 CσD。D 称为

被包含子句。例如，设C=P(x), D=P(a)Q(a)，令σ={a/x}，则Cσ=P(a)D，

即 C 包含 D。 

设 S 是子句集，下面的序列是从 S 出发推出子句 C 的演绎 D：

C1,C2,...,Ck(=C)。如果 Ci是重言式，或者 Ci被某个 Cj包含（j<i），则

将 Ci 从这个演绎中删除，称对此演绎 D 实行了删除策略。删除策略

是完备的，即，设 S 是不可满足子句集，如果在水平浸透法中使用删

除策略，则最后仍可以推导出空子句。 

2.2.5 归结原理的改进策略 

2.2.5.1 语义归结 

子句集 S 的子集 T 称为 S 的支撑集，如果 S－T 是可满足的。一

个支撑集归结是一个不同时属于 S－T 的两个子句的归结。支撑集归

结式 L. Wos, J.A. Robinson 和 D.F.Carson 于 1965 年提出[80]  。这种策

略的思想比较直观：在一阶逻辑中证明 A1,...,An共同蕴涵 B，即证明

(A1...An)B 为恒真公式，归结方法是去证明 A1...AnB 是不

可满足的。通常，前提集合{A1,...,An}是可满足的。因此，要找出矛盾

（即空子句），避免在{A1,...,An}中的子句进行归结是明智的。这就是

支撑集归结的来源。支撑集归结是完备的。 
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与支撑集归结的思想相似，语义归结[81]  的核心思想是通过一个

解释 I，在解释 I 下输入子句集 S 一定会被划分为非空的两个子集：

被满足的子句子集 S1 和被弄假的子句子集 S2。语义归结要求进行归

结的两个子句只能来源于不同的子集。语义归结中也对谓词符号进行

排序，在应用归结方法时要求只能应用在子句中最大的谓词符号上。

当解释 I 中只有正文字（或者负文字）时，语义归结又被称为正超归

结（或者负超归结）。语义归结和超归结都是完备的。 

2.2.5.2 Horn 集上的归结原理 

单元归结：归结的两个子句中有一个单文字子句。输入归结：归

结的两个子句中有一个子句来自最初给定的子句集合 S。若一个演绎

中的每个归结步骤都是单元（输入）归结，则称之为单元（输入）演

绎。 

存在从子句集 S推出空子句的单元演绎当且仅当存在从子句集 S

推出空子句的输入演绎。单元归结和输入归结这样好的推理方法，却

是不完备的，例如前面的例 1。然而，对于一类特殊子句集，Horn 集

是完备的。Horn 集虽然特殊，却用途广泛。 

如果一个子句中最多有一个正文字，则称此子句为 Horn 子句；

由 Horn 子句构成的子句集，称为 Horn 集。如下一个 Horn 集

{A1A2A3B1,A4A5B2,PQ,A1,A4,P}恰好描写了如下一组

知识： 

(1) A1 

(2) A4 

(3) P 

(4) A1A2A3B1 

(5) A4A5B2 

(6) PQ 

其中前三条公式描述了事实，后三条公式描述了规则。Horn 集描
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述的知识（事实与规则）恰好是知识工程中经常使用的知识表示方法。

因此，针对 Horn 集上归结方法有许多研究工作与改进成果。例如，

前述提到的单元归结与输入归结是不完备的。即对于普通的不可满足

子句集，仅使用单元演绎或者输入演绎最后未必能推导出空子句。但

是单元归结与输入归结对 Horn 集是完备的。设 S 是不可满足的 Horn

集，于是存在从 S 推出空子句的输入演绎和单元演绎。 

2.2.5.3 广义归结 

应用归结原理证明谓词公式 G 不可满足时，需要先得到 G 的

Skolem 范式，这种范式的母式是合取范式，首标中只有全称量词。因

此，归结方法的输入是来自合取范式中的子句构成的集合，子句中出

现的变量均是受全称量词限制。求 Skolem 范式的过程繁琐费时，研

究者们试着避开这一环节。 

1979 年王湘浩、刘叙华提出了广义归结方法，1982 年发表于《计

算机学报》 [101]  ；同年，N. V. Murray 在国际权威期刊 Artificial 

Intelligence(AIJ)发表论文，提出一种非子句形式的 NC 归结方法[85]  。

1992 年，刘叙华和孙吉贵研究、比较了广义归结和 NC 归结，证明

了：NC 归结对于锁归结、有序归结、语义归结和线性半锁归结都是

不完备的，并指出 Murray 论文中的错误。刘叙华在其专著[102]  中指

出：不论是由复杂文字组成的子句的归结(T. Bollinger 在 IJCAI-91 上

发表的论文[103]  )，还是 NC(Non Clausal)归结(1982 年，Murray 在 AI

上发表的论文[85]  )，都是在广义归结中加上某种简单限制，这些限制

既带来一些好处，同时也带来一些坏处。 

2.2.6 等词推理 

相等是数学中的重要且常用的概念之一，使用一阶逻辑来描述表

达数学定理时经常需要使用相等这个二元谓词，下文中用=表示等词，

s=t，实际上表示=(s,t)，用≠表示=。对于包含等词的子句集 S，若 S

是不可满足的，使用归结原理不能找到从 S 推出空子句的演绎。这是
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因为在应用归结原理的符号系统里，代表等词的=就是普通的二元谓

词，在解释中可以被指定为任意的二元谓词，并不是一定会被指定为

表示相等的谓词。在这种观点下，子句集 S 有可能是可满足的，使用

归结原理不能找到从 S 推出空子句的演绎。 

为了对包含等词的问题进行推理，一种直接的方法是增加公理集

合 K： 

(1) x=x                     （反身性） 

(2) x≠yy=x                 （对称性） 

(3) x≠yy≠zx=z             （传递性） 

(4) xj≠x0P(x1,...,xj,...,xn)P(x1,...,x0,...,xn)    j=1,2,...,n, P(x1,...,xn)

是 S 中任意的 n 元谓词符号          （等量代换） 

(5) xj≠x0f(x1,...,xj,...,xn)=f(x1,...,x0,...,xn)    j=1,2,...,n, f(x1,...,xn)是

S 中任意的 n 元函数符号              （等量代换） 

对于包含等词的子句集 S，若 S 是不可满足的，则存在从 SK

推出空子句的演绎。这种方法的缺点是输入的子句集合增大，应用归

结原理的过程中将生成更多的无用子句，效率降低。 

另外一种方法是设计专门的推理规则来处理等词的推理。下面介

绍调解法[86]  ，其本质上是等量替换规则的推广。 

以基情况为例，若子句 C1和 C2分别为 L[t]C1’和 t=sC2’，其中

L[t]表示包含项 t 的文字，C1’和 C2’是子句，于是 L[s]C1’C2’称为 C1

和 C2的调解式。 

在一般子句上，例如 

C1: P(x)Q(b) 

C2: a=bR(b) 

尽管 C1 中不包含 a，但替换{a/x}作用在 C1 上得到 C1 的例包含

a，于是可以和 C2进行调解，得到 P(b)Q(b)R(b)。 

调解法提出以后，和归结方法一样，为提高其效率，很多改进方
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法被提出来。例如：支撑集调解法，线性调解法，P 超调解[84]  等。 

设 P 是子句 C1 和 C2 中谓词符号的一个次序，C1 和 C2 的一个调

解式称为 P 超调解式，当且仅当满足条件：C1和 C2是正子句；C1和

C2中的调解文字分别是 C1和 C2中最大谓词符号。 

从 S 出发使用归结和调解的 P 超演绎是一个子句序列，其中的

每个子句或者来自 S，或者是一个 P 超归结式，或者是一个 P 超调解

式。对于含等词的不可满足子句集 S，存在从 S{x=x}F 推出空子

句的 P 超演绎，其中 F 是关于 S 中出现的全部函数符号的反身公理

集。 

1973 年，Chang, C. L.和 Lee，R. C. T.出版了人工智能领域颇具

影响力的专著《Symbolic Logic and Mechanical Theorem Proving》[84]  。

1990 年，吉林大学刘叙华团队发现该专著中关于输入调解和单元调

解等价性的猜测是错误的，并发现 Chang 和 Lee 在定义调解和使用

调解时，存在着某种含混，从而导致一批引理和定理都可能是错误的，

甚至线性调解的完备性都可能是错误的。为此，引入了对称调解的概

念，使得 Chang 和 Lee 著作中的所有含混之处都变得明确起来，并进

一步指出了调解和对称调解各自的优缺点[102]  。 

后来，从调解法又发展出 superposition 方法，这是当前主流的等

词推理方法[87]  。引入项的次序，要求等量替换时只能对排序在前的

项应用，进而减少新生成的文字。例如，对于等词 s[l]=t 和 l=r，只有

当 s>t, l>r 时，才能用 r 替换 l 得出 s[r]=t，其中 s[l]表示包含项 l 的

项。 

2.2.7 几何定理证明和数学机械化 

哥德尔证明一阶整数（算术）是不可判定的，但几乎同时塔尔斯

基则证明一阶实数（初等几何和代数）是可判定的。塔尔斯基的结果

意味着可以存在算法能对所有初等几何和代数问题给出证明。但塔尔

斯基的原始算法是超指数的，被后人多次改进后仍然很难被当作通用
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算法。数学家吴文俊受到中国数学思想的启发，针对某一大类的初等

几何问题给出了高效的算法。后来又将这种方法推广到一类微分几何

问题上。 

在定理证明的早期，研究者追求“一招鲜吃遍天”，即找到一个

超级算法能证明所有问题，最典型的例子是归结方法和 superposition。

王浩不认可这种思路，他认为他自己的早期工作和吴文俊的方法都表

明最有效的方法是先找对一个相对可控的子领域，然后针对这个子领

域的特性，找到有效的算法。 

吴文俊院士喜欢用“数学机械化”而不是“机器定理证明”来描

述自己的工作。笛卡儿认为代数使得数学机械化，因此使得思考和计

算步骤变得容易，无须花很大脑力。小学算术很难的题目，在初中代

数中通过方程很容易被解决。每一次数学的突破，往往以脑力劳动的

机械化来体现。 

王浩和吴文俊是在人工智能领域做出突出贡献的中国人。 

2.2.8 定理证明器竞赛和著名定理证明器 

自动定理证明领域的权威国际会议有 CADE 和 IJCAR，它们均

是每两年召开一次，交替召开。美国迈阿密大学的 Geoff Sutcliffe 每

年都在 CADE 或 IJCAR 上组织机器定理证明大赛 CASC(CADE ATP 

System Competition)，主要面向命题逻辑和一阶逻辑证明器。Sutcliffe

还维护一个 TPTP(Thousands of Problems for Theorem Provers)网站，

是 CASC 的比赛题库，也是公认的检验一阶逻辑证明器性能的

benchmark。在 2000 年以前的比赛中，Otter 是多个组别的冠军，2005

年后英国曼彻斯特大学的Vampire后来居上，至今一直维持领先状况。

定理证明程序可用于软硬件验证，例如 Vampire 曾被微软公司用来进

行软件系统验证。 

美国阿贡国家实验室的 William McCune 在上世纪九十年代使用

C 语言实现了 Otter 定理证明器，Otter 实现了当时定理证明里最先进
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的所有技术，在 CASC 比赛中获得多个组别的冠军。例如，归结原理

中的删除策略要求删除被包含的子句，包含测试时定理证明器中最耗

时的部分。McCune 最早把项索引引入定理证明器。Otter 主要用到两

种项索引，一种是路径索引，另一种是 McCune 提出的差别树索引

(discrimination tree indexing)，这项技术极大地提高了定理证明器的效

率[104]  。 

McCune 利用 Otter 的模块开发了专门用于等词推理的证明器

EQP。1996 年 10 月，McCune 使用 EQP 证明了罗宾斯猜想[95]  。这

是数学家罗宾斯(Herbert Robbins)1933 年提出的一个关于布尔代数的

猜想，60 多年来从未被证明。EQP 在一台 486 机器上运行 13 天给出

证明，之后又在一台 IBM RS/6000 工作站上运行 7 天进行验证。阿贡

国家实验室的定理证明小组在 2006 年被撤销，被认为是符号派低潮

的标志性事件。 

2.3 约束可满足性求解 

“Constraint programming represents one of the closest approaches 

computer science has yet made to the Holy Grail of programming: the user 

states the problem, the computer solves it.”这是美国艺术与科学学院院

士、AAAI Fellow、约束程序（Constraint Programming，CP）研究领

域的开创者和奠基人、著名人工智能学学者、爱尔兰考克大学 Eugene 

Freuder 教授 1997 年为我们描绘的约束程序未来发展愿景[105]  。这也

毫无疑问是人工智能，乃至计算机科学的最高理想，即：用户表述问

题，计算机自动求解。彼时，CP 这个源于计算机图形学 [106]  [107]  的

问题求解方法刚在人工智能研究领域中占有一席之地，尚不广为人知。 

进入 21 世纪后，约束程序研究得到空前快速发展，并已逐步成

为人工智能的基本支撑方法和技术[108]  [109]  。2005 年 3 月，在法国

成立了“国际约束程序学会”（Association for Constraint Programming, 

ACP）[110]  ，会刊为 International Journal of Constraints，每年定期召
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开 CP 学术年会。目前，在 IJCAI, AAAI 等权威人工智能国际会议上，

与约束程序相关的研究论文数量呈现逐年增长的趋势，越发显示其作

为人工智能问题求解方法的重要地位。 IJCAI2011、IJCAI2013、

AAAI2019 和 IJCAI2020 的程序委员会主席分别是或将是澳大利亚新

南威尔士大学的 Toby Walsh 教授和意大利帕多瓦大学的 Francesca 

Rossi 教授，美国密歇根大学 Pascal Van Hentenryck 教授（与南京大

学周志华教授同为联合主席）和法国蒙彼利埃大学的 Christian 

Bessiere 教授，他们都是蜚声国际专门从事约束程序研究的人工智能

学者。 

约束程序以人工智能领域著名的约束满足问题（Constraint 

Satisfaction Problems, CSPs）的建模和求解研究[108]  [109]  为核心，大

量来自汽车、交通、航空、电信、教育等领域中的规划、调度、配置、

推荐等问题都适合采用约束满足问题来建模和求解[108]  [109]  ，这为约

束程序的成功应用提供了天然优越条件。当前，约束程序在工业界取

得极大成功。IBM ILOG 优化引擎成已成为 SAP、Oracle 等跨国 IT 巨

头 ERP 等软件产品的核心优化技术[111]  。2014 年 11 月 12 日，欧洲

宇航局 10 年前发射的彗星探测器的着陆器“菲莱”成功登陆“丘留

莫夫－格拉西缅科”彗星，完成人造探测器的首次彗星登陆壮举，在

“菲莱”执行此次任务及后续实验过程中起主导作用的软件技术是约

束传播和基于约束调度方法等 CP 技术[112]  [113]  ，这为人工智能助力

人类太空探索历史留下了浓墨重彩的一笔。 

但是，和通用人工智能当前面临的困境类似[114]  ：具有通用功能

的约束程序的建模和求解方法的进展与我们的期望还有距离。尤其在

大数据背景下，特别是 2015 年以来，在以机器学习飞速进步为代表

的新人工智能浪潮冲击下，约束程序还面临不少新的挑战。如我们面

对的约束满足问题呈现出开放交互、大规模、结构化不显著等多种特

征[115]  ，半结构甚至无明确显式结构的约束满足问题建模问题，怎样
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利用大数据和机器学习方法改善现有的建模和求解方法？……约束

程序从建模到求解全过程的自动化和可用性亟待加强，这也是 2017

年国务院印发的《新一代人工智能发展规划》对人工智能发展提出的

新要求[116]  。 

当前，由 Freuder 教授创立、目前由 O'Sullivan 教授领导的爱尔

兰 Cork 大学 Insight 研究中心是最具影响力的约束程序研究基地，并

辐射法国、澳大利亚、美国、英国、和意大利等国研究机构。其中，

O'Sullivan 教授领导的研究组在约束建模和约束组合求解等方面研究

独树一帜，蒙彼利埃大学 Bessière 教授等在自适应约束传播和自动

约束建模方法的研究最为突出。 

国内研究主要集中在经典和分布式约束求解方法的研究，对于交

互式约束建模与求解方法研究涉及不多，代表工作有：北京航空航天

大学许可教授等提出了著名的 RB、RD 模型[117]  。香港中文大学的李

浩文教授主要研究基于对称消除的约束求解方法[118]  ；国防科技大学

王怀民教授、东北大学张斌教授以及中国科技大学陈恩红教授等主要

研究分布式约束优化问题的求解算法[119]  [120]  [121]  、中科院软件所张

健教授、马菲菲博士对于混合约束满足问题求解方法及应用的研究

[122]  [123]  。吉林大学研究组组早期在孙吉贵教授领导下，在国内较早

开展约束程序研究，在约束求解理论、方法及约束求解系统方面做了

很多颇具特色的研究工作[124]  [125]  ，研究结果得到 Christian Bessière

教授、李浩文教授等国际知名研究者的肯定。 

约束建模[126]  是约束求解的基础，模型选择的好坏将直接影响约

束求解效率甚至问题是否可解，这一点已经得到约束程序界的共识

[127]  [128]  。对于约束程序建模，2000 年，Simonis 曾给出了“30条金

法则”[129]  ，但是多数并不具有普适性，只有“尽量不用布尔模型”、

“尽量少用变量和约束”等简单规则有一定影响。商用和学术方面取得

成功的约束建模语言也层出不穷，如 OPL、Essence、MiniZinc 等功
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能都十分强大，但这些建模语言都有一定的局限性：要求用户对于问

题特征和求解算法有一个清晰的了解，即用户应具备相当专业的约束

程序知识。 

在互联网浪潮下，对于计算机系统的交互能力要求日渐提升，自

动化同时也是各种人工智能系统的追求的普遍目标，对于交互建模和

自动建模的能力需求迫切。基于此，先后在 2003 年和 2007 年，Bessière

和 O'Sullivan 等人开创了基于问答的约束模型获取研究工作[130]  [131]  

并开发原型系统 CONACQ。2009 年，Shchekotykhin 等人[132]  ，提出

了基于辩论的建模方法，以减少学习实例数。2010 年，Lallouet 等[133]  

提出基于归纳逻辑程序的约束模型自动获取方法。2016 年，Picard-

Cantin 等[134]  针对序列约束建模问题提出了从正例中学习参数的方

法。2016 年，Bessière 和 O'Sullivan 人首次提出了归纳约束程序循环

理论模型[135]  ，为机器学习和约束程序融合研究搭建了桥梁，同时也

为约束自动模型获取研究指明了方向，但仅限于理论层面和小规模问

题实例上，具体实现细节还不十分清晰。 

近年来，约束求解方法的发展极为迅速 [108]  ，算法组合方法

（Algorithms Portfolios）和自动配置问题成为研究热点[136]  [137]  。目

前新的研究进展有：2010 年，Balafoutis 和 Stergiou 用统计学习方法

对当前流行的变量序启发式做了一个比较系统的实验评估[138]  。对于

值选择启发式，最近的代表性工作有：2005 年，Epstein、Freuder 和

Wallace 联合研制了个性哈启发式策学习、挖掘系统[139]  ，2015 年，

Chu 等提出了值选择启发式学习策略[140]  。同年，Ortiz-Bayliss 等首

次提出了初步具备自动选择功能的“超级变量启发式”[141]  。但目前，

在挖掘新的选择启发式策略和各种启发式策略组合应用方面的研究

还刚起步，研究空间很大。对于算法级别的组合研究，2012年，Amadini

等人对约束求解器级别的组合求解进行了初步的实验评估[142]  ，取得

不错的效果，未来需要结合机器学习方法加强约束求解方法的精确选
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择和深度融合。 

自适应约束传播的有影响力的开创性工作是 2009 年 Stergiou 等

提出的基于探查和简单学习机制实现的自适应[143]  。最新进展是2015

年，Balafrej 等人提出的参数化自适应约束传播[144]  ，我们研究组对

此亦有贡献。但对于交互式环境的约束满足问题的自动求解研究还刚

刚起步，理论基础还不足。除此之外，约束满足问题的结构特征也是

影响算法求解效率的重要因素，法国阿尔多瓦大学的 Christophe 

Lecoutre 教授整理建立的 Benchmark 测试问题实例库[109]  [145]  ，涵盖

各个应用领域的 2000 多个问题实例，是良好的学习和测试数据集。 

2017 年，Freuder 教授为 ACP 会刊 Constraints 创刊 20 周年专门

撰文“Progress towards the Holy Grail”指出[114]  ：自动约束建模、自

动问题求解[146]  将是约束程序下一步的研究重点。 

2.4 基于模型的诊断 

基于模型诊断（Model-Based Diagnosis, MBD）是为了克服传统

基于规则诊断方法的严重缺陷而兴起的智能诊断方法，避免了基于规

则诊断方法对被诊断问题进行规则提取及其带来的不完备性问题。

MBD 依据被诊断问题的拓扑结构和逻辑行为知识将诊断问题建模为

可满足问题（Satisfiability Problem, SAT），随后利用智能推理技术进

行完备性诊断求解。MBD 智能诊断方法一经提出，就引起了国际人

工智能和故障诊断领域众多专家和学者的赞誉。人工智能领域著名学

者 De Kleer 将其称为是故障诊断领域理论和方法上的重大技术性革

命[147]  。著名 MBD 学者 Struss 称基于推理技术的 MBD 方法是 AI 研

究发展的试金石和重大挑战 [148]  。著名人工智能学者 Dressler 和

Console 在 IJCAI-99 会议上特邀报告中指出：MBD 求解方法和理论

的进一步研究，不仅是 AI 基础理论研究的需要，对整个 AI 领域研究

的发展起着进一步深化和推动的作用[149]  。 
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2.4.1 MBD 问题 

定义 1 诊断问题[147]  （Diagnosis Problem，DP）：诊断问题可以

被定义为一个三元组<SD,Comps,Obs>，在这个三元组中 

（1）SD（System Description）表示诊断问题的系统描述，用谓

词公式的集合表示； 

（2）Comps（System Components）代表系统中所有组件的集合，

用一个有限的常量集表示； 

（3）Obs（System Observations）代表系统的一个观测，用谓词

公式的集合表示。 

假定所有组件的状态是正常的情况下，当系统的模型描述和观测

出现不一致时，我们称存在一个诊断问题。也就是： 

𝑆𝐷 ∧ 𝑂𝑏𝑠 ∧ {¬ℎ(𝑐) |𝑐 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑠} ⊨ ⊥ .   

其中，系统中组件的状态用一元谓词 h(c)表示，当 h(c)的值为 1

代表组件 c 是故障的，相反，h(c)为 0 代表组件 c 是正常的。系统描

述部分包含系统的行为描述以及系统的连接情况。行为描述是一个描

述了组件在正常和异常（故障）状态下的执行功能的情况的公式。系

统的连接情况是一个形式为𝑖𝑐 = 𝑜𝑐的公式，其中𝑖𝑐表示组件𝑐的输入，

𝑜𝑐表示组件𝑐的输出。 

下面我们给出诊断的定义。 

定 义 2 诊 断 [147]  （ Diagnosis ）： 给 定 一 个 诊 断 问 题 

G=V,E;τ,φ;A,RDP=<SD,Comps,Obs>，一个诊断被定义为一组组件∆的

集合，其中 ∆ Comps，当 

𝑆𝐷 ∧ 𝑂𝑏𝑠 ∧ {ℎ(𝑐) |𝑐 ∆} ∧ {¬ℎ(𝑐) |𝑐 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑠 − ∆} ⊭     

此处，∆为一组关于组件的赋值，用于表示组件是正常状态还是

异常（故障）状态的行为假设，在上述公式中，⊭表示逻辑蕴涵关系

的否定，表示矛盾。 
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2.4.2 国内外总体研究现状 

国外从事 MBD领域研究的知名大学和研究机构主要集中分布在

欧美。Princeton University 教授 Sharad Malik 领导的 MBD 研究小组

已经成为全世界一流的研究基地；Stanford Research Institute 设有芯片

故障调试和诊断研究中心，在研究员 Bruno Dutertre 的带领下此研究

小组在全球享有盛誉；University of Lisbon 教授 Joao Marques-Silva 在

SAT 和 MBD 方面取得的研究成果国际领先；University of Toronto 教

授 Andreas Veneris 领导的研究小组在 MBD 方面得了系列重要科研

成果；在 University of Michigan, University of Bremen, Australian 

National University 和 Graz University of Technology 等著名大学也都

设有 MBD 相关的研究小组。 

随着 SAT 和 MaxSAT 求解技术的飞速发展，MBD 问题主流求

解方法也都调用 SAT 和 MaxSAT 求解器。在调用此求解器前需要将

MBD 问题的描述形式转换成 SAT 可接受的布尔可满足形式，而在转

换时其内部元件间的拓扑和逻辑信息被丢弃[150]  [151]  。在 MBD 求解

过程中，电路的拓扑和逻辑信息对提高 MBD求解效率起着重要作用。 

国内外学者开始研究结合电路结构和逻辑信息的 MBD优化方法，

Zhu 等[152]  学者给出了利用诊断解中骨架变量信息提高 MBD 求解效

率的方法，在 MBD 方法得到部分候选诊断解后，提取当前诊断解集

中的所有变量的骨架变量信息，在下次求解前约束传播已有骨架变量

对应的赋值，进而在骨架变量对应的缩减空间中进行 MBD 求解，有

效缩减了后续求解时的搜索空间。Deorio 等[153]  学者提出结合电路设

计阶段的模式信息对 MBD 进行优化的方法，在设计阶段学习电路设

计中通讯模型的模式信息，在硅后诊断时利用提取的模式信息对

MBD 候选诊断解空间进行剪枝，进而减小了 MBD 问题的求解空间

提高了诊断效率。欧阳丹彤等[154]  学者给出了结合电路结构特征进行

抽象的 MBD 方法，提取电路结构特征并将电路抽象成不同的区域，
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调用 MaxSAT 求解器对这些区域构成的抽象电路求解得到诊断，将

此诊断解扩展以有效地获得抽象电路对应的所有诊断。周慧思等[155]  

提出一种结合结构特征的随机搜索 MBD 方法，依据单元传播规则结

合问题结构特征逐步将问题中硬单元子句分成两部分，对新的子问题

再次利用单元传播得出原问题中的硬单元子句中硬阻塞变量，再结合

子句特征翻转相应软阻塞变量，从而提高 MBD 的求解效率。 

Feldman 等学者[156]  提出结合 MaxSAT 的诊断求解方法，首先将

诊断问题建模成最大可满足问题(maximum satisfiability，MaxSAT)，

此方法比基于随机搜索的SAFARI求解方法运行时间更长。Metodi 等

学者[157]  从编译建模角度提出考虑电路的统治关系的 SATbD 诊断方

法，此方法依据统治关系有效缩减求解空间，进而高效地找出所有极

小势诊断。2015 年，Ignatiev 等学者[158]  提出一种面向统治者编码

(dominator oriented encoding，DOE)的诊断问题建模方法，通过寻找过

滤掉一些节点和一些边的方法将 MBD 编码为 MaxSAT，进而有效缩

减建模后诊断问题的规模。此种建模编码方法利用了系统的结构信息，

有效地缩减了 MBD 问题建模后子句集的规模。 欧阳丹彤等学者[159]  

从拓扑结构出发以第一组观测的系统输入为基础，分析其他观测与第

一个观测之间的差异，提出多观测压缩模型对所选系统变量的约束进

行编码，多观测压缩模型还可以用于计算极小势的聚合诊断或极小子

集的聚合诊断。此外，还从逻辑关系角度出发提出基于支配的多观测

压缩模型，在压缩模型中使用支配门的概念来计算压缩模型的顶层诊

断，此模型更适用于计算极小势的聚合诊断。 

2.5 神经符号系统 

2.5.1 神经符号系统的背景 

智能系统往往需要兼具感知与认知能力。近年来，神经系统实现

了感知智能且具有高效的学习能力，但推理能力差。符号系统实现了

认知智能且具有强推理能力，但学习效率差。目前，越来越多的国内
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外学者开始尝试结合神经系统与符号系统两者的优点，开发兼具高效

学习能力与强推理能力的模型，该类模型被称为神经符号系统

（neural-symbolic system）。神经符号系统利用神经网络快速的计算能

力和符号强大的表达能力，能够在不同领域的任务上有效学习与推理，

实现模型的感知与认知。 

解决现实世界很多领域中的问题都需要智能感知与认知，如医学

领域中的医疗诊断和自动驾驶领域中的智能决策等。图灵奖获得者约

书亚·本吉奥(Yoshua Bengio)在 NeuIPS 2019 的特邀报告中明确提到：

“深度学习需要从系统 1(system 1)到系统 2(system 2)转化，其中，系

统 1 表示直觉的、快速的、无意识的、非语言的、习惯的系统；系统

2 表示慢的、有逻辑的、有序的、有意识的、可用语言表达以及可推

理的系统。”该观点表明了人工智能的一个重要发展方向。如图所示，

纵观人工智能的发展史，从上世纪 50 年代到 90 年代，符号主义比较

盛行，逻辑推理和知识工程成为了人工智能的主流技术。之后，联结

主义比较盛行，机器学习是人工智能的主流技术，研究者们不再过多

关注逻辑推理。从图中也可以看出，人工智能的整个发展主要包含两

大主义：符号主义（符号系统）与联结主义（神经系统）。符号主义研

究演绎、逻辑推理以及为特定模型求解的搜索算法，如专家系统（通

过规则与决策树从输入数据中推导出结论）、约束求解器（在一些给

定的可能性中求解）与规划系统（从一些初始状态值中找到一系列动

作实现给定目标）等。联结主义研究归纳、学习以及可以从数据中自

动捕获信息的神经网络，如卷积神经网络（擅长处理有关图像问题）

与长短期记忆网络（擅长处理有关时间序列的问题）等。 
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图 2-1 人工智能发展简史 

 

基于以上分析，表 2-2 分别列出了神经系统和符号系统的优缺点。

通过对两者优缺点的总结及对比，我们可以发现：符号系统与神经系

统的优缺点具有互补性。符号系统善于利用知识，神经系统善于利用

数据，而人在做决策时需要知识与数据并存。根据符号系统与神经系

统优缺点的互补性，以及人作决策时所需的条件，将两者结合是未来

人工智能发展的主要趋势。 

 

表 2-2 神经系统及符号系统优缺点 

系统 优点 缺点 

符号系统 

（擅长演绎推理） 

泛化能力强 

具有可解释性 

知识驱动 

不擅长处理非结构化数据 

鲁棒性差 

推理速度慢 

神经系统 

（擅长归纳学习） 

擅长处理非结构化

数据 

鲁棒性强 

学习速度快 

泛化能力弱 

不具有可解释性 

需要大量标注数据 

 

2.5.2 神经符号系统研究现状 

神经符号系统研究的相关工作归结为三大类：神经辅助符号

(learning for reasoning)，符号辅助神经(reasoning for learning)和神经-

符号(learning-reasoning)。第一类方法以符号系统为主,神经系统为辅。

它的目的是利用神经网络的计算速度快的优势去辅助用符号系统去

搜索解，使得推理更加高效[160]  [161]  [162]  [163]  [164]  [165]  [166]  。例如在
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基于统计关系学习(Statistical Relational Learning,简称 SRL)[167]  的方

法中用神经网络来近似搜索算法，实现模型的高效推理。第二类以神

经系统为主，符号系统为辅。它的目的是整合符号系统（符号知识包

括逻辑规则和知识图谱）的优势到神经系统学习的过程中，提升神经

系统的学习性能[168]  [169]  [170]  [171]  [172]  。如正则化(Regularization)方

法将符号作为神经网络的约束项，指导模型的学习。第三类方法，神

经系统与符号系统以平等的方式参与到模型中，两者以一种互利共存

的方式充分发挥其优势[173]  [174]  [175]  [176]  。 

神经辅助符号。Qu 和 Zhang 等人分别提出了概率逻辑神经网络

(probabilistic Logic Neural Network, 简 称 pLogicNet)[177]  和

ExpressGNN[178]  。这两个模型的主要思想都是将知识图谱中的推理

问题（三元组补全问题）建模为概率图中隐变量的推理问题，都采用

变分 EM 方法和神经网络相结合的思路进行近似推理。以上方法手工

设计概率图模型的势函数，但仅利用专家构建的规则不能完全捕获隐

含在数据中的知识，为此研究者们开始探索从数据中自动捕获规则的

方法。Marra 等人[179]  [180]  扩展了马尔可夫逻辑网（Markov logic 

network, 简称 MLN）的学习模型，设计了一个通用的神经网络从原

始数据中自动学习规则和 MLN 的势函数。除了基于 MLN 自动学习

规则的方法以外，一些学者在传统 ILP 方法的基础上，结合神经网络

与逻辑提出了可微的 ILP [161]  [181]  [182]  [183]  [184]  。Yang 等人[185]  提

出了神经逻辑归纳学习方法 (Neural Logic Inductive Learning,简称

NLIL)，可以推理复杂的规则信息（如树型规则和合取式规则等），通

过学习到的 FOL 解释隐含在数据中的模式，应用于目标检测任务。 

符号辅助神经。 Diligenti 与 Xu 等人[186]  [187]  分别提出语义正则

化(SBR)和语义损失(SL)方法，将逻辑知识作为假设空间的约束，如

果违背了相应的逻辑规范或逻辑理论，模型将受到惩罚。SBR 是一种

从约束中学习的方法,该方法融合了经典机器学习（具有连续特征表
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示学习能力）和统计关系学习（具有高级语义知识推理能力），以解

决多任务优化和分类等问题。SL 方法将命题逻辑的自动推理技术与

现有的深度学习架构相结合，将神经网络的输出喂给损失函数，作为

可学习神经网络的约束，通过训练算法将命题逻辑编码为损失函数的

一部分，提高神经网络学习能力。该方法使用目标原子的边缘概率定

义正则项，并用算术电路评估模型的有效性。Hu 等人[188]  提出了一

个通用框架，称为利用逻辑规则辅助深度学习的方法(Harnessing Deep 

Neural Networks with Logic Rules，简称 HDNN)。其中，神经网络模

型包括 CNN 和 DNN 等。该方法借助知识蒸馏的思想，通过一个大

规模且已训练好的网络去引导小规模网络的学习，设计了教师网络和

学生网络。教师网络能够学习标签数据和逻辑规则（无标签数据）中

的信息，学生网络近似教师网络，使逻辑规则编码的结构化信息可以

约束学生网络的学习。Xie 等人[189]  将命题逻辑融入到关系检测模型

中，提出了具有语义正则化的逻辑嵌入网络(Logic Embedding Network 

with Semantic Regularization，简称 LENSR)，以提升深度模型的关系

检测能力。Luo 等人[190]  提出基于上下文的零次学习方法(Context-

Aware Zero-Shot Recognition，简称 CA-ZSL)，解决零次目标检测问题。

它基于深度学习和条件随机场建立模型，利用类别之间的语义关系图

谱辅助识别未知类别的目标。Li 等人[191]  提出了大规模的小样本学

习方法(Large-scale few shot learning，简称 LSFSL)，解决小样本图像

识别任务。Chen 等人[192]  发现迁移类间的相关性信息可以帮助学习

新概念，采用知识图谱建模已知类与未知类之间的相关性，结合神经

网络提出了知识图谱迁移网络模型 (Knowledge Graph Transfer 

Network，简称 KGTN)，解决小样本分类问题。 

神经-符号。Robin 等人[160]  基于 ProbLog 提出了将概率、逻辑与

深度学习有机结合的模型—深度概率逻辑(Deep probabilistic logic，简

称 DeepProbLog)。该模型首次提出了将神经网络与概率逻辑以某种
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方式结合的通用框架，它兼具两者的优点，有更强的表达能力，并且

可以基于样本进行端到端的训练。DeepProbLog 是一种概率程序设计

语言，以“神经”谓词(neural predicates)的方式与深度学习结合，也就

是输入谓词中的实体对（该文中的数据都是二元谓词）。神经网络的

分类器预测实体对属于所有谓词的概率，然后将预测的结果用于概率

程序的推理。不同于 DeepProbLog，Zhou 等人[193]  基于反绎推理提出

了反绎学习（abductive learning，简称 ABL）。ABL 利用机器学习的

归纳和逻辑程序的反绎，将两者结合到一个统一的框架中，进行端到

端的学习。该方法用逻辑程序语言表示一阶谓词逻辑知识并且建模复

杂的推理任务。其中，逻辑程序语言中的部分事实由机器学习提供。

基于 ABL 的思想，Tian 等人[194]  提出了一个弱监督的神经符号学习

模型（WS-NeSyL）去解决具有逻辑推理的感知任务。该方法将机器

学习部分设计为一个编码器-解码器框架，其中包含一个编码器和两

个解码器。编码器将输入信息映射为一个向量后，感知解码器会将向

量解码为伪标签，认知解码器会基于伪标签采样出来的逻辑规则进行

推理。整个过程是一个端到端的迭代优化，直到模型收敛。吉林大学

杨博团队[195]  提出了一个双层概率图推理框架（BPGR），该框架利用

统计关系将神经网络和符号推理整合起来。其中，概率图模型的上层

节点是神经网络的预测结果，下层节点是逻辑规则中的闭原子。整个

模型进行端到端的迭代训练，直到神经网络的预测结果不再变化。

BPGR 用神经网络提升了概率推断的效率，用符号推理提升了神经网

络的预测性能。 

2.5.3 神经符号系统的挑战及未来研究方向 

前文详细介绍了神经符号系统的研究现状，在此基础上,本节尝

试分析目前的神经符号系统面临的主要挑战，以及未来的研究方向。 

1.推断方法 

从概率图的角度建模神经符号系统时，计算阶段依然存在推理困
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难的问题。例如，基于 MLN 模型，如果逻辑规则数量多且实体规模

较大，那么实例化的数量将呈“指数级”增长，导致模型推理的速度

迅速下降。例如，实体的数量是 n，一个 m 元谓词实例化，需要 nm种

方式。针对该问题，尽管已经提出了一些改进方法[196]  [197]  ，但其仍

然存在局限性，例如常用的近似推断是以减少数据的使用率和牺牲推

理准确性为代价提高推理速度的。因此，结合深度学习模型的特征，

为 MLN 等统计关系学习模型设计规则实例化的选取方法及快速推理

算法是神经符号系统亟需解决的一个问题。 

2.规则自动构建 

上述神经符号系统模型使用的规则通常都是领域专家人工构建

好的，这种构建方式费时费力且不具有可扩展性。如何从数据中端到

端的学习出刻画先验知识的规则,也是神经符号系统面临的一个挑战

问题。目前，人们探索并扩展基于 ILP 的方法解决规则的自动构建问

题，但该类方法存在推理过程复杂且发现的规则比较简单（只能发现

单链式规则）等问题。为此，端到端的规则自动构建也是神经符号系

统未来需要关注的方向。 

3.符号表示学习 

好的符号表示能够使看似复杂的学习任务变得更加容易和高效。

例如，在零次图像分类任务中，引入符号知识对提升模型的分类能力

至关重要，如果学得的符号表示包含较少所需的语义信息，那么分类

模型将不胜任复杂的分类任务。目前，多数符号表示方法都不能很好

地处理具有强相似性的谓词（语义相似但字面意思不同）。若两个谓

词语义相似，但逻辑公式形式不同，当前的符号表示学习方法就不能

捕获到一致的语义，从而损害了模型的推理能力。因此，如何设计更

加鲁棒和高效的符号表示学习方法是神经符号系统面临的一个重要

挑战。随着图表示学习的发展，将节点映射为低维、稠密、连续的向

量，可以灵活的嵌入到各类学习和推理任务。很多符号知识都可以建
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模为异质、多关系、甚至多模态的有向图或无向图，如何发展和利用

异质图表示学习方法解决神经符号系统面临的挑战也是一个值得探

索的方向。 

4.应用领域扩展 

目前，神经符号系统主要应用于计算机视觉与自然语言处理领域，

并取得了不错的效果。此外，一些工作还探索了如何利用神经符号系

统解决推荐系统的可解释性问题 [198]  和网络节点的分类问题 [199]  

[200]  。因此，一个很自然的想法是，神经符号系统还能有效解决哪些

领域的问题，如何针对共性和特点（特殊性）设计相应的模型和方法。 
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第 3 章 大数据算法与可信计算理论 

一直以来，算法都是推动人工智能发展的重要力量，而各类计算

范式与计算模型则奠定了人工智能技术进步的基础。在算法层面，超

大规模的数据处理算法一直是人工智能发展的必要条件；最近两年，

大模型的训练也成为算法研究的热点之一。在计算范式方面，随着人

工智能技术的普及，新的计算需求不断涌现，其中可信性（如鲁棒性、

公平性等）是近期新计算范式研究的核心关注点。 

算法的理论发展一直推动着人工智能的前进。从早期的线性规划

算法到近年来的凸规划与非凸规划算法，从机器学习早期的自适应提

升算法到神经网络训练算法，一系列经典算法为人工智能的发展做出

了巨大贡献。仅就大数据算法的发展而言，美国自然基金委就推出了

多个大规模的长期计划来资助大数据处理、分析以及应用算法的研究，

并专门设立了人工智能优化算法的研究中心。然而，随着人工智能问

题的不断涌现，针对不同计算资源受限场景的算法设计与分析的需求

也在不断扩张。推动各类算法理论的发展同样是保证人工智能稳定进

步的重要基础。 

人工智能技术的应用普及也急需新的计算范式来满足可信的需

求。作为人工智能的理论保障，算法的鲁棒性是其广泛应用的基础。

同时，许多场景在鲁棒性的基础上，更进一步要求对人工智能的计算

具有公平性。近年来，越来越多的场景对保护用户数据的隐私提出了

更高的要求。早在 2012 年，美国自然基金委就资助哈佛大学五百万

美金用于新型安全可信的计算范式研究；而在 2022 年，美国自然基

金委也启动了安全与可信计算项目的新一轮资助计划。在理论层面保

障人工智能的可信成为下一阶段理论研究的重要课题。 

3.1 大数据算法计算模型 

在计算资源受限的场景，针对不同的计算资源（如时间、空间、
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通信等），我们可以考虑相应的计算模型。在这些计算模型设计提出

的各类算法可以帮助我们更好地理解和优化实际应用中使用的算法

效率和性能。以下是几个典型的、具有一定理论基础的模型的简单介

绍，这些模型可以用于图、矩阵、分布、几何等各种场景中。 

3.1.1 亚线性时间算法 

随着许多应用中数据规模的指数级增长（例如社交网络、基因组

学和互联网规模的数据），传统的多项式时间（甚至线性时间）算法

由于其不断增加的计算需求而变得不切实际。在面对如此庞大的数据

量时，我们迫切需要运行时间比输入大小都要小很多的算法，这种算

法被称之为亚线性时间算法。亚线性时间算法的基本思想是利用随机

抽样的方法，观测输入对象（如大图）的局部信息，通过这些信息来

近似地推断整个输入的全局性质或估计其参数。这种方法为我们提供

了一种高效处理大规模数据集的新途径，使得即使是海量数据，也能

在可接受的时间内进行有效处理。 

在过去的二十几年里，以性质检测为代表的亚线性时间算法一直

是理论计算机科学领域的研究热点。性质检测主要关注如何高效且近

似地测试给定对象（如图或函数）是否满足某种性质或远离满足该性

质。它的主要目标是通过少量的查询，而不是对整个对象进行详尽分

析，来确定对象是否具有特定性质。性质检测在计算几何、图论和机

器学习等各个领域都有广泛应用。它可以高效验证大型数据集或复杂

结构的性质，并对现实世界中的算法设计和数据分析产生重要影响。

性质检测的研究带来重要的算法技术，并加深了对各种问题计算复杂

性的理解。 

图性质检测是用于快速判定一个图是否满足某个性质（如连通性、

二部性、3-可着色性、平面性等）的亚线性时间算法。我们也可以对

图中不同的重要参数进行快速估计，设计近似最小生成树权重、边数、

最大匹配数、子图个数等参数的亚线性时间算法。更进一步，当输出
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结构很大时（如图的最大匹配），我们可以设计相应的局部计算算法，

允许用户“探测”大输出中的局部位置信息（如查询某条边是否属于

最大匹配）；对于每次“探测”，算法对输入图做尽可能少的查询。 

3.1.2 亚线性空间算法 

以数据流算法为代表的亚线性空间算法也是处理大规模数据的

有效手段。在这个场景里，输入以一个包含元素更新的序列形式呈现：

对于图数据流，这些元素对应于图中的边；对于几何数据流，这些元

素可能是欧氏空间中的点；对于数据串数据，元素可能对于于某个整

数。我们的目标是使用尽可能少的空间来分析数据。由于存储空间有

限，我们希望在扫描一次（或少量几次）输入流之后，可以较为准确

的推断大数据的性质或结构。数据流算法的代表性工作之一曾在 2005

年获得了理论计算机科学领域著名的哥德尔奖。流算法能大幅度降低

服务器的运算开销，被谷歌, 网飞等公司广泛运用于数据的分析与处

理中。此外，流算法无需存储数据的特点也能有效保护用户数据的隐

私。 

在数据流算法中，有许多经典问题，其中包括向量的频率矩和信

息熵等。为了解决这些问题，学者们提出了一系列抽样和勾勒等算法

框架。典型的抽样方法包括重要性采样、拒绝采样、重采样等。勾勒

技术在大数据处理和实时分析中扮演着重要角色，它允许使用较少的

内存和计算资源在数据流中获得近似的答案，同时支持回答一些有趣

的查询。由于数据处理过程中持续不断地有数据到达，无法将全部数

据存储在内存中，因此通过使用勾勒技术，我们可以在有限的内存和

计算资源下对数据进行摘要和近似处理，从而实现高效的数据分析和

查询。此外，勾勒技术在优化、联邦学习等领域也发挥着重要作用。

在优化问题中，勾勒技术可以加速动态数据结构的更新，从而提高优

化算法的效率；在联邦学习中，勾勒技术可以帮助保护隐私并减少通

信开销，同时仍然能够进行有意义的模型聚合和更新。 
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在图数据算法方面，当网络规模过大而无法完全容纳在计算机的

主内存中，并且边以数据流的形式出现时，我们希望能够对网络结构

进行近似分析。特别是在网络相对密集的情况下，半流算法提供了一

种重要的空间高效（相对于输入大小）的处理方式。对于图中的最大

匹配等问题，设计高近似比的半流算法仍然是当前研究的热点问题。 

3.1.3 动态图算法 

动态图算法是数据结构中的一个重要分支。它是一种支持边的插

入、删除，并能够回答与所考虑问题相关的特定查询的数据结构。其

目标是尽可能快速地支持查询和更新操作，通常比从头开始重新计算

要快得多。在动态图算法的研究中，当前的热点问题包括如何设计更

加鲁棒的算法以适应不断变化的输入，以及如何保证在每次更新或查

询时算法的时间复杂度尽可能小（即最坏情况下的时间复杂度）。为

了解决这些问题，通用的算法设计技巧被广泛应用于动态图算法的设

计中，其中最常见的是图分解。图分解包括扩张图分解和低直径分解

两种类型。扩张图分解指将一个图分解成若干个扩张图，保证每个扩

张图内部联系紧密且连通性良好，同时扩张图之间的边数较少。而低

直径分解则指将一个图分解成若干直径较小的子图，保证这些子图之

间的边数较少。这些算法设计技巧为动态图算法的高效实现提供了重

要支持。 

3.1.4 大规模并行计算 

大规模并行计算模型是对现实世界中并行计算系统框架进行数

学抽象的一种方式，这些系统包括 MapReduce、Hadoop、Spark 和

Dryad 等。这个模型处理的是如下场景：由于图的规模太大，我们将

图的边任意地存储在若干个机器上。每个机器存储图的部分数据，且

这些机器的总空间几乎是整个图大小的线性函数。计算在同步轮次中

进行。在每一轮中，每台机器本地对存储在本地的数据执行一些计算，

然后与其他机器交换消息。这个过程可以被抽象为通信模型，其中每
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台机器在每一轮中创建消息包，并将其加载到路由网络中。每台机器

的空间大小也隐含地反映了大规模并行计算模型中的通信瓶颈。局部

计算通常在线性或近线性时间内运行，在大规模并行计算算法的分析

中通常被忽略，因为通信是瓶颈。大规模并行计算模型中算法设计的

目标是使用尽可能少的通信轮次来尽可能准确地对数据进行分析。 

3.1.5 数据降维 

大数据处理中的另一个焦点问题是数据的降维算法，用来减少高

维数据的运算代价。自经典的 Johnson-Lindenstrauss 引理和压缩感知

算法诞生以来，数据降维算法得到了大量的发展。压缩、蒸馏、核心

集等算法的进步也推动了业界对高维数据处理技术的发展。很多流处

理与数据降维的理论算法依赖于随机高斯变量的独特性质，而后者在

实际中很难被实现。 

由于上述各类算法的高效性，它们在实际应用中具有极大的吸引

力。大数据算法领域成为当前计算机科学中的热门研究方向之一，备

受国际知名学术单位（如麻省理工学院、斯坦福大学等）和信息技术

产业界知名研究机构（如谷歌、微软等）的重点发展。在当前大数据

时代，亚线性算法、动态算法及降维等方法的进展为处理庞大数据量

的实际问题提供了有力支持，同时也为计算机科学领域的创新和进步

带来了新的可能性。然而，当前大数据的理论算法研究与实际应用之

间仍然存在相当大的距离。因此，填补当前理论算法研究与实际应用

的空白是大数据处理的关键。 

3.2 满足可信需求的算法 

随着人工智能、机器学习在实际场景中的广泛应用，其鲁棒性、

公平性、隐私保护等可信性需求一直是一个主要挑战。下面我们针对

这几种需求分别给出简单介绍。 

3.2.1 鲁棒性 

机器学习的鲁棒性问题一直是其实际应用的主要挑战。与此同时，
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我们迫切需要利用机器学习技术来改进传统仅针对最坏情况性能设

计的算法。最近，一种带有预测的算法设计框架被提出。该框架利用

机器学习所提供的额外信息，以实现鲁棒性需求。在这个新框架中，

算法可以访问通过机器学习技术得到的不可信的预测器，并且需要在

预先不了解预测器具体性能的情况下，同时实现有效利用预测器提供

的信息和具备最坏情况性能保证（即鲁棒性）。实现这一目标需要考

虑以下几个关键环节：针对具体问题，利用机器学习方法从历史数据

中得到对未来数据本身或最优解的预测器。针对研究问题，综合考虑

预测器的特点，设计一种对预测器误差的衡量方法。根据误差衡量和

预测器所提供的信息，对已有具备最坏情况保证的算法进行改造，以

在不牺牲最坏情况保证的前提下，充分利用预测器的信息。这一步是

整个框架的重点和技术难点，需要综合具体问题、算法、预测器以及

误差衡量的结构和性质来进行设计，因此需要具体问题具体分析。通

过有机地结合这些步骤，我们可以获得一种新的高效鲁棒算法，该算

法可以有效地利用机器学习预测，同时保证鲁棒性。这一创新性框架

为克服机器学习应用中的鲁棒性难题，并提高传统算法的性能，带来

了新的可能性。 

这一框架一经提出，便受到广泛认可和应用，在短短 3 年多时间

内，已经受到了国际上诸多知名学者的关注。相比之下，国内在这一

领域的研究处于相对起步阶段。然而，这个方向与传统算法研究有很

多交叉点，与工业界的需求紧密结合，并正在成为国际上的研究热点

和国内新兴方向，具有广阔的研究前景。 

目前带预测的算法框架主要被用于研究在线问题，但它也可被用

于提高非在线问题的算法性能，例如算法的运行时间或近似比。传统

的“超越最坏情况分析”为了提升近似算法的性能，往往考虑的是一

些特殊的图或平均情形的图。然而，带有预测的算法在最坏情况下，

如果加上合适的预测，可以改进算法的近似比。 
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3.2.2 公平公正 

为了解决偏见、歧视等问题，我们可以设计满足公平性约束的算

法来寻求解决方案。在这个领域，一些研究的热点问题包括：根据不

同的公平性指标度量，设计快速准确的算法来检测数据和模型的公平

性；利用带可信约束的优化方法以及加入公平性正则化等技术，设计

机器学习算法和模型，以最小化数据中的固有歧视和偏见，从而实现

对个体和群体的公平保障。在公平性算法设计方面，一个重要的研究

难点是如何使用恰当的公平性指标来量化算法在分析数据时产生的

歧视或偏见。目前，如何高效地检测算法的公平性，以及如何引入合

适的约束优化问题并以此设计公平性算法，都是尚待解决的研究问题。 

3.2.3 隐私保护 

为解决当前数据隐私泄露、滥用和大规模数据带来的计算挑战等

问题，需要实现隐私损失与估计精度权衡更优的隐私保护算法，即保

证个体用户信息不泄露的同时，尽量避免数据的重要统计信息和模式

发生较大偏离。以差分隐私为代表的隐私保护算法是目前国内外学术

界与工业界的研究热点。哈佛大学、麻省理工学院等知名高校及苹果、

谷歌、阿里巴巴等 IT 公司在理论研究与落地应用中已经取得了显著

成果。然而，大部分差分隐私及公平性算法在计算性能上的保证相对

较弱。具体来说，由于许多数据规模宏大，传统的多项式时间算法（甚

至是线性时间算法）已经不再适用；在有些应用中，数据以流的形式

动态出现，给高效分析其性质和结构带来挑战。而现有的差分隐私与

公平性算法大多集中在多项式时间算法或静态数据上，这极大限制了

这类可信算法的适用范围。另一方面，尽管已有研究发现差分隐私算

法与自适应数据分析、鲁棒性算法之间有一定的关联，但对于这种关

联性的理解还很初步。例如，我们仍不清楚在什么条件下可以使用差

分隐私的算法来设计对抗性鲁棒的数据流算法。 

总体来说，算法的发展与计算范式的进步对于人工智能技术的发
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展至关重要。亚线性（时间或空间）算法、动态图算法、大规模并行

计算等计算模型为高效处理大规模数据提供了新的途径。同时，可信

与安全性成为新的计算范式中备受关注的核心问题，鲁棒性、公平性

和隐私保护是当前研究的热点方向。填补算法研究与实际应用之间的

距离，加强学术界与工业界的合作与交流，培养更多的专业人才，将

为人工智能技术的发展和应用带来新的突破。 
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第 4 章 难解问题的智能算法 

在计算机科学领域，难解问题代表一类解空间庞大且解空间搜索

规模往往会随着问题规模增大而呈指数级增长的组合优化问题。由于

此类问题本身的难解性，极大的增加了这类问题求解的难度。难解问

题普遍存在于实际应用的诸多领域中，包括物流和供应链管理、航空

运输、生产调度等。人们提出了求解难解问题的一系列求解算法，如

启发式算法、精确算法、近似算法、随机算法等，并提出了诸多求解

难解问题的算法设计与分析技术，推动了理论计算机及其相关领域的

发展。随着大数据和人工智能领域的发展，难解问题普遍存在于人工

智能的各种应用中，研究难解问题的求解可以提升人工智能系统的性

能和效率。因此，研究难解问题的求解方法，对于深化人工智能的理

论基础，提升人工智能的应用效果，推动人工智能技术的进步，具有

重大的实际价值和意义。 

尽管难解问题可以通过精确算法、近似算法和随机算法等方法进

行求解，但各类方法在求解难解问题的过程中仍然存在一定的局限性。

精确算法面临的主要挑战是计算复杂性。对于难解问题，精确算法在

最坏的情况下往往需要指数时间才能找到精确解，这使得精确算法无

法在实际可行的时间对大规模难解问题进行求解。近似算法的挑战主

要来自于解的质量和理论保证的设计。首先，如何设计出能在多项式

时间内给出高质量近似解的算法是一个重要的问题。这往往需要对问

题本身有深刻的理解和精巧的算法设计。随机算法的挑战主要来自于

概率性和随机性。由于随机算法的解是基于概率的，因此不能保证每

次运行都能得到同样的结果，也不能保证总是得到高质量的解。此外，

随机算法的分析和设计往往需要使用复杂的概率论和统计学知识，这

增加了随机算法的理解和实现的难度。 

难解问题的高效求解是一个充满挑战的任务。每个难解问题都可

能具有独特的特征、约束和目标函数等，不同问题所采用的求解方法
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不尽相同。另外，问题实例的多样性增加了算法设计的复杂性和难度。

难解问题实例规模的增大也给难解问题的高效求解带来了挑战。当问

题的数据量和复杂性增加时，计算资源的需求也随之增加。如何面对

大规模难解问题实例保持高效的求解速度是一个具有挑战性的难题。

某些难解问题需要在有限的时间内给出最优或次优解。例如，在实时

调度问题中，需要在短时间内确定最佳的任务分配方案。因此，高效

的求解效率是难解问题求解中的一个重要因素。另外，难解问题的求

解还需要考虑如下内容：如何根据优化目标进行参数调优和优化？如

何基于有限的资源和时间内设计出高效且可靠的算法？如何选择合

适的数据结构实现算法效率的优化？综上所述，如何高效求解难解问

题面临着问题实例多样性、问题规模大、求解效率要求高和优化复杂

等多个方面的挑战。克服这些挑战需要深入理解问题的特点和约束，

灵活应用合适的算法技术，并持续进行优化和改进，以实现对难解问

题的高效求解。 

针对难解问题求解带来的挑战，机器学习方法相较于传统方法具

有特定的优势。首先，机器学习算法通过学习和训练的方式，能够为

难解问题提供高效求解方法。对于难解问题而言，机器学习算法可以

通过学习数据中的模式和规律，并根据这些学习结果给出接近最优解

的结果。机器学习算法具备自适应性和泛化能力，能够从大量数据中

学习并推广到难解问题新实例中。这种泛化性使得机器学习算法可以

适应不同类型和规模的难解问题，并为其提供解决方案。其次，机器

学习算法可以借助并行化和分布式技术，增强求解难解问题的效率。

通过将任务分解为多个独立子任务，并同时进行计算和处理，机器学

习算法能够加速难解问题的求解过程。例如，针对传统经典排序问题，

传统方法在对大量数据进行排序时会面临复杂度上升的困扰，而

OpenAI 提出的基于机器学习的排序算法[1]  通过训练模型使其能够

学习和理解数据规律，将大数据排序算法的求解速度提升了 70%。这
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一思想对于处理大规模难解问题尤为重要，因为它消除了计算资源限

制和响应时间的压力。机器学习算法还具备结合领域知识和人类专家

经验的能力，通过引入领域知识和专家经验，机器学习算法可以针对

难解问题提取有意义的特征和规则，从而改善难解问题求解的准确性

和效率。 

难解问题的机器学习求解方法通常包含如下步骤：数据收集和准

备、特征提取、模型选择和训练、模型评估和优化、预测决策与问题

求解。在数据收集和准备阶段，需要收集足够的难解问题训练数据，

并对其进行预处理和清洗，包括去除噪声、处理缺失值和异常值等。

这一步骤对于保证模型的训练和泛化能力非常关键，因为高质量的数

据能够提供有代表性的样本分布，更有利于问题求解的泛化。特征提

取需要从实例中编码并提取相关的特征，包含特征选择、降维和特征

转换等，进而可以更好的表征难解问题并捕获与问题相关的关键信息。

在模型选择和训练阶段，机器学习方法需要根据难解问题的特性和数

据特点选择合适的机器学习算法。常见的算法包括图学习、强化学习

等。在模型评估和优化阶段，机器学习方法需要使用独立的测试数据

集来评估训练好的模型性能，并通过各种指标（如准确率、精确率、

召回率等）来衡量模型的效果。如果模型表现不佳，可以进行参数调

整、模型结构修改或者尝试其他改进方法，以进一步提升性能。最后，

在预测决策与问题求解阶段，机器学习方法将训练好的模型应用于实

际问题的求解中，对新的输入样本进行预测决策与问题求解。 

在难解问题求解的机器学习方法中，图学习和强化学习是两个重

要的分支。其中，图学习方法的核心思想是基于难解问题的图结构关

系，利用图结构中的节点和边之间的关系对难解问题进行表征，结合

图结构中的拓扑信息和节点特征来理解难解问题，采用图神经网络等

技术对图进行分析并对难解问题进行求解。图学习方法在难解问题求

解中的应用广泛，其中常用的模型包括图卷积网络、图注意力网络等。
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此类方法能够充分考虑图实例中节点和边之间的交互，并学习到节点

的表示和图级别的特征，帮助理解和推断难解问题的决策和求解。强

化学习则通过智能体与环境的交互来求解难解问题。在强化学习中，

智能体根据当前的环境选择动作，并观察环境返回的奖励信号，通过

迭代的进行试错和学习，智能体能够找到每次迭代的最优策略以最大

化累积奖励。在难解问题求解中，可以将问题的求解状态定义为环境，

利用强化学习算法来优化决策策略，找到最佳的决策对难解问题进行

求解。常用的强化学习算法包括深度 Q 网络、策略梯度等，能够在复

杂的难解问题状态空间中找到较好的决策策略。 

4.1 难解问题图学习方法求解 

诸多图问题本身就属于难解问题，例如旅行商问题、最大割问题

等。此外，许多其他的难解问题可以通过转化为图问题来进行求解。

这种转化通常涉及将问题中的元素映射为图中的节点，并利用图中的

边来表示元素之间的关系或约束。例如，布尔可满足性问题可以转化

为图的着色问题，线性规划问题可以转化为图的最大流或最小割问题，

调度优化问题也可以转化为图着色问题进行求解等等。在图问题的求

解过程中，图中的拓扑结构和边的关系对难解问题求解具有较大的影

响。例如，在任务调度问题中，图中节点代表任务，边表示任务之间

的依赖关系。图的拓扑结构可以用来判断是否存在循环依赖，并帮助

确定任务的执行顺序。图结构在求解难解问题中发挥着重要作用，利

用图结构求解难解问题可以提供更好的问题表征。由于难解问题通常

具有复杂的结构和相互依赖关系，图结构提供了一种有效的方式来表

示和分析这些难解问题的底层逻辑和层谱结构。通过将问题建模为图

结构，可以利用图中的拓扑信息、节点特征和边关系来理解问题，并

设计相应的图学习算法和利用图学习模型来求解难解问题。 

图学习是机器学习领域的一个重要分支，专注于处理和分析图数

据。图数据具有节点和边的关系，能够描述实体之间的复杂交互和依
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赖关系。图学习的目标是通过学习图数据中的模式、结构和特征，从

中提取知识并进行预测。与传统的数据形式（如表格或向量）不同，

图数据的处理需要考虑节点之间的连接和依赖关系，以及节点本身的

属性特征。图学习算法可以自动发现图中的模式、社区、中心节点和

相似性等重要信息，从而对新的节点特征或边特征进行推断。在图层

级上，图学习可以用于进行分类或回归任务。在节点层级上，图学习

可以用于进行节点属性预测。在边层级上，图学习可以用于进行边属

性预测或缺失边预测。在子图层级上，图学习可以用于进行社区检测

或子图属性预测。 

图学习方法已被广泛应用于求解各种难解问题，例如旅行商问题，

最大割问题，调度问题等。难解问题图学习方法的求解思路包含问题

的图表征、图特征的学习、目标优化函数设计和问题求解几个关键步

骤。在问题的图表征阶段，需要建立待求解难解问题与图的关系，将

问题中的实体抽象为图的节点，将实体间的抽象关系构建为图的边连

接，并为每个节点和边赋予恰当的特征。这个阶段的关键目标是构建

一个精准且可以被图学习算法处理的图模型。图特征的学习阶段主要

是通过图神经网络或其他相关算法，对图的节点和边的特征进行编码

和学习，从而得到一个可以反映图结构和特征的向量。这一步的目标

是提取出图的关键特征，从而为后续的优化和求解提供数据支持。在

目标优化函数设计阶段，需要设计一个具体的目标优化函数，用以度

量当前图的状态和期望的学习目标之间的差距。对于不同的难解问题，

这个优化函数可能会有所不同。最后是问题的求解阶段，主要通过学

习的模型特征，在满足各种约束条件的情况下，利用模型决策预测找

到问题的最优解或近似解。例如，在旅行商问题（Traveling Salesman 

Problem, TSP）的求解中，其目标是寻找一条可以遍历所有城市并返

回原点的最短路径。这个问题的主要挑战在于随着城市数量的增加，

可能的路线组合呈指数级增长。图学习可以利用图卷积神经网络，学
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习旅行商问题中的图结构特性和节点间的关系，挖掘问题的全局结构，

并根据当前求解状态对近似最优的路径选择进行预测，大大降低了搜

索空间和计算复杂度。对于最大割问题，其目标是在一个给定的无向

图中将图中节点分成不同子集，使得子集之间的边权之和最大。图学

习方法可以融合最大割问题中的节点与其邻居节点的特征，使得每个

节点都能获取其周围邻居的信息。具体的，学习方法经过多层图卷积

操作，使得每个节点的特征将会包含更广泛的 k-跳邻域信息。图卷积

网络能够捕获到图的深度结构信息，并利用学习的特征进行分割决策，

从而实现对最大割问题的求解。难解问题的图学习求解方法主要可以

分为两类，一类是基于端到端学习（End To End Learning）的求解方

法，另一类是基于决策配置学习（Learn To Configure）的求解方法。 

基于端到端学习的求解算法是一种完全依赖端到端训练完成问

题求解的方法。该方法的核心是通过构建一个端到端的模型，接收输

入的问题图表征，经过学习和训练，直接输出问题的最优解或者近似

解。这类方法一般采用图神经网络技术，其优点在于可以自动学习到

问题的复杂特征和规律，并通过不断的训练，不断优化其学习效果。

然而，端到端的方法也存在一定的缺点，即需要大量的实例数据和计

算资源来训练、优化模型，并且端到端方法在模型训练的过程中很难

进行有效的控制和干预。 

基于决策配置学习的求解方法主要利用机器学习方法，尤其是图

卷积神经网络、图循环神经网络等确定最佳的决策配置选择。此类方

法通过反复的试错和学习，不断优化其算法决策的编码特征，最终找

出一个近似最优的算法决策配置。基于决策配置学习的求解方法可以

帮助确定难解问题求解过程中算法下一步应该探索的方向。具体来说，

基于决策配置学习的求解方法首先使用图神经网络提取难解问题实

例的图编码特征。然后，基于这些特征，决策配置学习将训练一个模

型来预测算法学习特征的重要性。在每一步的决策优化中，决策配置
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学习求解方法都会根据当前的状态和已经学习到的特征重要性，选择

一个算法的近似最优决策。然后，根据这个算法决策的结果，自动调

整其决策策略，以便后续做出更好的决策。这种方法的优点在于，在

经过一定量的训练后，决策配置学习求解方法可以自动的找到一个有

效的重要性特征刻画和算法决策策略，从而在很大程度上减轻了人工

干干预和参数调整优化。同时，通过持续的学习和优化，决策配置学

习求解方法也能够不断改进其决策策略，以适应不断变化的难解问题

环境。 

图学习方法已被广泛应用于求解各种难解问题，这些问题包括路

径规划问题、最大割问题、作业调度问题以及资源分配问题等。下面

将以路径规划问题、最大割问题和作业调度问题为例，详细阐述图学

习方法求解难解问题的具体方式和策略。 

4.1.1 路径规划问题 

路径规划问题（Routing Problem）是一类受到广泛关注的组合优

化问题，旨在满足一定约束的情况下，寻找从源节点到目标节点的最

优路径。旅行商问题（Traveling Salesman Problem，TSP）、汽车路由

问题（Vehicle Routing Problems，VRP）均为典型的路径规划问题。求

解路径规划问题的传统启发式算法往往基于局部搜索技术，求解一个

实例往往需要较长的时间，无法满足实际应用场景中的效率要求。基

于图学习方法求解路径规划问题，挑战在于图学习方法需要设计和训

练模型来处理大量可能的路径组合。另外，路径的顺序影响着求解的

质量。因此，在图学习过程中，需要在处理图结构时采用特殊的策略

模拟路径的先后顺序选择。路径规划问题需要在全局层面找到问题的

解，而不仅仅是在局部找到较好的解决方案。如何寻找问题的全局结

构是一个挑战，因为大多数图神经网络都基于邻域信息聚合，可能无

法有效的捕捉全局结构信息。 

路径规划问题的直接求解思路是利用端到端学习方法进行训练
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求解。为了克服端到端学习方法中的路径规划节点顺序问题，Kool 等

人[2]  提出了一种基于图注意力机制的模型，来学习 TSP 问题节点序

列之间的公共模式，并基于训练得到的特征构造路径解。Chen 等人[3]  

提出了一种称为 NeuRewriter 的方法，通过深度图神经网络学习重写

当前路径解的局部模块，改进路径选择过程。NeuRewriter 可以分解

为 region-picking 和 rule-picking 两个模块，每个模块由 actor-critic 方

法分别进行训练，分别负责路径规划中的路径顺序选择和路径重新规

划决策。Lu 等人[4]  提出一种新的学习方法（L2I）。基于一个随机初

始解，L2I 从一系列由图编码特征预训练得到的运算符中进行选择，

通过选定的最优运算符改进路径顺序。尽管上述路径规划训练方法考

虑了节点选择的先后顺序特征，但训练过程缺乏有效的搜索策略，这

也导致这些方法在路径规划问题上的求解质量难以保证。 

为了进一步提高路径规划问题的求解质量，Fu 等人[5]  考虑首先

在子图中训练一个小规模神经网络模型，然后利用图采样、图转换和

图合并等技术构建完整图的热力图。基于合成得到的热力图，通过蒙

特卡洛树搜索获得高质量路径解。Jin 等人[6]  提出了一种基于多指针 

Transformer 的端到端图深度学习方法（Pointerformer）。通过可逆残差

网络和多指针网络，Pointerformer 有效的控制了编码器-解码器架构

的内存消耗。同时，Pointerformer 通过引入特征增强和上下文增强方

法，可以获取更优的搜索决策，从而提升了路径解的质量。 

虽然图神经网络算法的计算速度优势明显，但其求解路径规划问

题的质量相对于传统启发式搜索方法仍有很大的提升空间。为了结合

二者的优势，人们提出利用图神经网络指导传统启发式搜索共同改进

路径规划解的质量。Hottung 等人[7]  基于注意力深度图神经网络，提

出了一种新的邻域搜索框架求解车辆路径规划问题，并通过更广泛邻

域信息的学习来指导搜索算法的求解过程。Delarue 等人[8]  设计了基

于值函数的深度图卷积网络框架，将搜索过程的动作选择问题建模为
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混合整数优化问题，并通过启发式搜索算法进行改进。Hottung 等人

[9]  使用了条件变分自编码器，学习如何将潜在搜索空间中的点映射

到特定实例的图编码特征中，并通过无约束连续优化方法对所学习的

图特征进行导向性搜索。 

利用图神经网络指导传统启发式搜索的图学习方法在求解速度

和求解质量上相较于传统启发式方法有了很大的提升。然而，由于大

规模图神经网络具有较高的计算复杂性，大规模路径规划问题实例的

搜索空间庞大，这些方法只能够依赖于小规模图神经网对生成实例小

样本进行训练。为了提高问题求解泛化能力，人们尝试用 Transformer、

多阶段学习等方法进行改进。Li 等人[10]  提出了在图神经网络中引入

一种基于 Transformer 模型的局部搜索框架，利用空间局部性原理从

原始指数级解空间中选择线性数量的子问题，最终调用启发式求解器

来迭代优化路径解，提高了求解大规模路径规划实例的能力。Choo 等

人[11]  提出在图神经网络中引入模拟引导的束搜索算法，在固定宽度

的树搜索中识别候选解，减小了问题的搜索空间，提高了问题求解的

泛化能力。Hou 等人[12]  提出两阶段划分方法，对 VRP 问题子路径序

列进行编码。在求解过程中首先根据子路径编码将大实例划分为小实

例，通过调用传统启发式算法进行求解，提升了问题的求解效率和求

解能力。 

尽管基于端到端的学习方法可以有效求解路径规划问题，但它需

要大量的训练数据生成和计算资源来对模型进行预训练。路径规划问

题的另一种求解方法是利用决策配置学习方法进行求解。在决策配置

学习方法中，训练模型将学习图实例的抽象特征并直接学习算法决策

的重要性，进而获得较好的求解决策。Xin 等人[13]  设计了一种多解

码器注意力模型（MDAM）对路径序列特征进行学习，获得了问题求

解的自主决策。Joshi 等人[14]  使用图卷积网络学习节点与边特征的重

要性，随后使用高度并行化的集束搜索（Beam search）算法生成路径
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解，并在配置学习过程中不断改进启发式算法的决策搜索效率。Kool 

等人 [15]  将机器学习算法与动态规划算法的优势相结合，提出了

DPDP 方法。具体来说，DPDP 训练一个深度神经网络对实例中的边

进行打分，并基于网络打分结果减少动态规划算法决策状态空间，以

提高求解速度与求解质量。 

4.1.2 最大割问题 

给定一个无向图，最大割问题的目标是将图的节点分成两个不相

交的子集，使得两个子集之间边的权重最大。最大割问题的求解过程

涉及到对每个节点做二进制决策，这是非连续的。这种非连续性在神

经网络中往往难以直接建模。传统的图神经网络主要基于节点和其邻

居的局部信息进行推理，可能无法有效捕获整个图的全局信息。 

在最大割问题的求解过程中，许多端到端图学习方法利用图神经

网络学习顶点和其邻居的特征关系，并基于学习到的特征关系给出节

点分类预测。Barrett 等人[16]  提出了一种探索性图神经网络，该方法

通过逐步扩大探索域改进解节点分类和最大割问题的求解质量。

Khalil 等人[17]  利用图神经网络学习最大割问题的重复结构，并基于

训练得到的网络设计贪心策略逐步构建每个节点的分类决策。直接的

端到端图学习方法受解空间复杂性影响，往往难以适应大规模最大割

问题实例的求解。为了改进端到端图学习方法的泛化性能，Barrett 等

人[18]  提出 ECORD 学习算法。ECORD 算法在图数据进入递归探索

单元前，预先将其在单一神经元进行预处理，提高了求解效率和模型

泛化性能。Ireland 等人[19]  提出了 LeNSE 算法，用于学习基于割集

得到的子图特征。LeNSE 算法调用启发式算法求解子问题，最终基于

局部解合成全局解，提高了模型求解的效率和泛化能力。 

为了进一步提高模型求解的质量，研究最大割问题中的全局结构

对节点分类的影响是一个重要内容。基于对最大割问题全局结构的刻

画，Yao 等人[20]  引入了一个通用全局结构学习框架，该方法首先利
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用图神经网络提取问题实例的特征表示，然后应用深度 Q 学习通过

全局翻转或交换顶点标签逐步改进解的质量。Zhang 等人[21]  认为最

大割问题中高度结构化的全局约束会阻碍解的优化。在图神经网络中

引入 GFlowNets 可以高效的从非标准化概率密度中进行采样，进而削

弱组合优化问题中全局约束造成的不利影响。Zhang 等人[21]  针对最

大割等多个组合优化问题，基于条件 GFlowNets 在解空间中进行采

样，同时基于长期信度分配问题技术对图神经网络进行训练，提高了

模型对全局结构约束的理解能力，提高了最大割问题解的质量与泛化

性能。 

基于决策配置学习的最大割问题求解方法通过利用图学习方法

获得算法分类决策的重要性特征，进而指导搜索策略对最大割问题进

行求解。Li 等人[22]  将图深度学习技术与经典启发式算法相结合来求

解最大割问题。通过训练图卷积神经网络对图中每个顶点是否属于最

优解进行打分，并利用树搜索方法探索解空间提升解的质量。Karalias

等人[23]  提出了一种通过图神经网络学习求解最大割问题的无监督

框架。该框架通过优化神经网络实现概率分布的学习，并确定最大割

问题的搜所空间映射。该分布可以以一定的概率生成满足问题约束条

件的低成本整数解。 

4.1.3 作业调度问题 

作业调度问题（JSSP）是计算机科学和运筹学中广泛研究的组合

优化问题，在制造业和交通运输等行业中有着广泛的应用。在 JSSP

中，许多具有预定义约束的作业被分配给一组异构机器，该问题的求

解目标为最小化完工时间、流动时间或延迟。优先级调度方法（PDR）

是在实际中被广泛应用的一种高效启发式算法。PDR 计算快速、直观

且易于实现。然而，设计一个有效的 PDR 需要大量的领域知识和试

错，特别是对于复杂的调度问题。机器学习可以很好的发掘实例的共

同特征，且通过大量实例训练得到的模型表现往往相对稳定。因此，
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人们越来越关注调度问题的机器学习求解方法。 

调度问题通常基于端到端的图学习方法进行求解。例如，Wang 等

人[24]  提出了一种基于图深度学习的动态调度方法，采用近端策略优

化来寻找调度的最优策略，以应对由于问题规模增加而导致的状态和

行动空间维度灾难。Zhang 等人[25]  通过端到端图深度学习获得调度

的公共模式，并应用训练得到的模型来自动学习分配优先级。Zhang

等人[25]  使用离散图表示调度问题，提出了一种基于图神经网络求解

调度过程中的状态，有效的提高了泛化性能。然而，上述学习方法没

有考虑到作业车间调度问题中决策顺序对整体求解的影响，影响了求

解的质量。为了克服决策顺序对问题求解质量的影响，Park 等人[26]  

提出了使用图神经网络来学习作业车间调度问题的框架。将 JSSP 的

调度过程建模为一个具有图表示的序列决策问题，随后使用 GNN 来

学习节点特征，通过节点特征学习最佳调度。Jeon 等人[27]  提出了一

种基于机器学习的序列调度器，该调度器使用 one-shot 图神经网络编

码器对节点序列优先级进行采样，通过列表调度将节点序列优先级转

换为最终调度。Park 等人[28]  提出了一种基于图深度学习的实时调度

器 ScheduleNet。具体的，ScheduleNet 首先将多代理调度问题建模为

具有连续奖励的 semi-MDP，用智能体（Agent）任务图表示调度问题

的状态，利用类型感知图注意力提取智能体和任务节点的节点嵌入，

最终用计算出的节点嵌入计算调度分配概率。 

4.1.4 其他难解问题 

对于其他难解问题，人们同样基于图学习方法提出了一系列求解

方案。下面以可满足性、计算资源分配、装箱、图编辑距离、影响力

最大化等问题为例简要概述。对于可满足性问题，人们基于图神经网

络加速可满足性问题分支搜索过程，提高了求解准确率[29]  -[36]  。对

于计算资源分配问题，人们利用图神经网络学习资源分配的公共模式

[37]  [41]  ，自适应分配计算资源。对于装箱问题，人们基于图神经网络
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预测不同装箱动作的可行性，并通过树搜索算法进行剪枝[42]  -[45]  。

对于图编辑距离问题，人们通过注意力机制等学习图节点特征，加速

图结构的检索和匹配[46]  -[50]  。对于影响力最大化问题，人们通过图

神经网络学习影响力公共模式，提高了分支搜索速度[51]  -[55]  。 

4.2 难解问题强化学习求解 

强化学习旨在研究智能体（Agent）在与环境（Environment）的

交互过程中学习到一种行为策略，以最大化得到的累积奖赏[56]  。强

化学习由两部分和三要素组成，两部分指的是智能体和环境，三要素

则为状态（State）/观察值（Observation）、动作（Action）以及奖励

（Reward）。在强化学习过程中，智能体与环境一直在交互，智能体

在环境中获取某个状态后，它会利用该状态输出一个动作，然后这个

动作会在环境中被执行，环境会根据智能体采取的动作，输出下一个

状态以及当前这个动作带来的奖励。智能体的目的就是尽可能多的从

环境中获取奖励。 

难解问题的求解过程和强化学习之间存在紧密的关系。诸多难解

问题存在许多不确定性，传统的方法难以找到高质量解。强化学习通

过与环境的交互学习，能够自主的发现并优化决策策略，以适应问题

的动态变化和不确定性。另外，许多难解问题的求解需要在庞大的搜

索空间中找到高质量解。强化学习可使用搜索算法（比如，蒙特卡洛

树搜索）或价值函数估计来引导搜索过程，实现高效的探索和优化解

空间。许多难解问题具有很好的组合优化结构。强化学习可利用问题

的组合结构，通过建立合适的状态表示、定义动作空间和奖励函数等

实现问题的求解。 

在求解难解问题时，随着问题规模的增加，解空间变得非常庞大。

强化学习为难解问题的求解提出了新的思路，其目标是最大化得到的

累积奖赏。在求解难解问题时，强化学习方法可能需要在不同的阶段

做出不同的决策，以实现较好解的获取，并考虑长期回报的优化来引
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导决策过程，使智能体能够在全局上找到更好的求解方案，通过不断

的尝试和学习来改进决策策略，并逐步接近最优解。总之，强化学习

作为一种强大的学习和决策方法，可以应用于各种难解问题求解。它

的学习能力、搜索优化能力和适应性使得它在求解难解问题时具有广

泛的应用潜力。 

近年来，强化学习方法已被成功应用于若干难解问题的求解中，

比如混合整数规划、计算资源分配、车辆路径规划等问题。例如，在

混合整数规划问题中，强化学习可以结合搜索算法，如分支定界或割

平面法，来引导决策过程。通过学习最佳的分支或割平面选择策略，

实现加速找到最优整数解的过程。在车辆路径规划问题中，强化学习

可用于学习最优的路径选择和车辆调度策略。通过与环境的交互和学

习，强化学习可以逐步改进路径规划和调度决策，以最大化服务效率

和资源利用。诸多研究结果表明，强化学习模型可成为求解难解问题

的一种有效方法[57]  [61]  。 

在难解问题求解中，强化学习方法可以分为有模型（Model-based）

和无模型（Model-free）两种。有模型方法的智能体尝试通过在环境

中不断执行动作来获取样本，并构建对未知环境元素（如奖励函数、

状态转移函数）的模型。而无模型方法则不尝试对环境进行建模，而

是直接寻找最优策略。根据模型的来源，有模型方法可分为给定模型

（Given Model）和学习模型（Learn Model）。无模型方法可分为基于

值函数估计的方法（Value-based）、基于策略估计的方法（Policy-based）

以及两者结合的 Actor-Critic 方法。 

4.2.1 基于无模型的强化学习方法 

无模型方法在求解难解问题时主要关注于直接寻找最优策略，而

不需要对环境进行建模，具体包括基于值函数估计的方法、基于策略

估计的方法以及两者结合的 Actor-Critic 方法。 

基于值函数估计的方法试图在与环境交互的过程中估计出每一
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状态上每一动作对应的累积奖赏，从而得出最佳策略。典型的基于值

函数估计的方法有 Q-learning 方法[62]  、Deep Q-Networks（DQN）方

法[63]  和时序差分方法[64]  。近年来，基于值函数估计的方法在难解

问题求解中得到了广泛应用。例如，Khalil 等人[65]  提出了一种结合

Q-learning 和图嵌入的框架，用于求解旅行商问题、最小顶点覆盖问

题和最大割问题。给定问题实例图 G，该方法将图 G 作为输入，将部

分解（图中部分节点的集合）作为状态 S，并将图中不属于当前状态

S 的一个节点作为动作 v。在每个时间步，智能体采取动作 v，并根据

环境反馈的回报奖励 r 来更新 Q 值表，以估计状态 S 和动作 v 的 Q

值。然后，根据 Q 值表选择具有最大收益的动作来进行决策。这种方

法的核心思想是通过使用 Q-learning 算法和图嵌入技术，学习并优化

状态和动作之间的 Q 值，从而指导求解难解问题的决策过程。Cappart

等人[66]  设计了深度强化学习模型来确定与问题相关的决策图变量

顺序，该模型可用于最大独立集问题和最大割问题。Bai 等人[67]  提

出了一种图神经网络和深度Q-learning相结合的检测最大公共子图的

方法，该方法使用探索树在两个图中提取相应的子图，并通过 DQN

进行训练以优化子图提取奖励。Song 等人[68]  提出了策略共同训练的

元学习框架，该框架可以将强化学习和模仿学习作为子程序，从而改

善单视图的学习模式。Barrett 等人[69]  提出了结合强化学习和深度图

网络的探索性组合优化深度 Q 网络，该方法可以使智能体通过训练

数据反馈不断改进解决方案。Liao 等人[70]  提出了一种深度强化学习

方法来求解模拟环境中的全局路由问题，该方法使得智能体能够根据

所提出的各种问题产生最优路由策略，并利用了深度强化学习的联合

优化机制。Scavuzzo 等人[71]  提出了一种马尔可夫决策过程范式的泛

化，为更一般的分支变量选择、强化学习算法和奖励函数提供了基础。

Qu 等人[72]  提出了一种新的基于强化学习的分支定界算法。该方法

与离线强化学习类似，最初在演示数据上进行训练，以大规模加速学
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习。随着训练效果的提高，智能体开始逐渐用学到的策略与环境交互。

确定演示数据与自生成数据的混合比例是提升算法性能的关键。

Wang 等人[73]  提出了一种智能的深度强化学习算法来求解计算资源

分配问题，该方法在 MEC 架构中引入基于 DQN 的 Software Defined 

Network（SDN）控制器。在 SDN 控制器中，智能体通过与 MEC 环

境的持续交互可以采取行动并获得相应的奖励。He 等人[74]  开发了一

个两阶段的框架来求解复杂调度问题，该方法将强化学习和传统运筹

学算法结合在一起来求解调度问题。Jacobs 等人[75]  提出鲁棒优化来

求解路径优化问题，该方法通过精确求解内部最小化问题来获得鲁棒

解，并应用强化学习来学习外部问题的启发式方法。 

相比基于值函数估计的方法，基于策略估计的方法不需要显式的

估计每个状态或动作对应的 Q 值，而是直接输出下一步动作的概率，

根据概率来选取动作。近年来，策略梯度、PPO 等基于策略估计的方

法也逐渐应用于难解问题求解中。Tang 等人[76]  提出了一种混合整数

规划求解器和强化学习相结合的切割平面选择方法，该方法将强化学

习智能体作为整数规划算法框架中的子程序，动作则是增加新的切割

平面，从而获得良好的收益。Yolcu 等人[77]  提出了一种图神经网络

和强化学习相结合的随机局部搜索方法，该方法通过图神经网络计算

变量选择启发式策略，并通过强化学习训练一套专门针对不同类别的

启发式求解器，从而较好的求解布尔满足性问题。Ma 等人[78]  提出了

一种图指针网络和分层强化学习相结合的方法来求解旅行商问题，该

方法采用分层强化学习框架和 GPN 架构，有效的求解了带时间窗约

束的旅行商问题。Nazari 等人[79]  提出一种使用强化学习求解车辆路

径问题的端到端框架，该方法训练了一个单一的策略模型，仅通过观

察奖励信号和遵循可行性规则，就能为类似规模的问题实例找到接近

最优的解决方案。Deudon 等人[80]  将神经网络框架扩展到求解旅行商

问题，该方法将城市坐标作为输入，使用强化学习训练神经网络，以
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预测城市排列的分布。Kool 等人[81]  提出了一个基于注意力层的模型

并使用强化学习来训练模型，从而求解旅行商问题。Bello 等人[82]  提

出了一种循环神经网络和强化学习相结合的求解旅行商问题的方法。

该方法在给定一组城市坐标的情况下，训练一个循环神经网络，并以

负路径长度作为奖励信号，使用策略梯度方法优化循环神经网络的参

数，从而预测不同城市排列的分布。Hu 等人[83]  提出了一种新的三维

装箱问题，并将深度强化学习结合求解旅行商问题的方法实现对新型

三维装箱问题的求解。Lu 等人[84]  提出一种迭代搜索的方法求解车辆

路径规划问题。该方法在同一时间训练多个强化学习策略，并使用不

同的状态输入特征。Sun 等人[85]  提出了一种搜索进化策略的网络，

该网络策略使用强化学习并将变量选择过程建模为马尔可夫决策过

程。 

虽然基于值函数估计的方法和基于策略估计的方法在求解难解

问题上获得了较好的效果，然而这些方法均存在明显的不足。基于值

函数估计的方法不能直接得到动作值输出，难以扩展到连续动作空间

上，并存在高偏差的问题。而基于策略估计函数估计的方法要对大量

的轨迹进行采样，而每个轨迹之间的差异可能是巨大的，可能导致高

方差和较大梯度噪声问题。为了解决高方差和高偏差之间的矛盾，基

于值函数估计的方法和基于策略估计的方法被结合起来形成 Actor-

Critic 方法。该方法构造一个全能型的智能体，既能直接输出策略，

又能通过价值函数来实时评价当前策略的好坏。Emami 等人[86]  提出

了 Sinkhorn 策略梯度算法（SPG），并为 SPG 算法引入的 Actor-Critic

神经网络架构，将状态空间的表示学习与 Sinkhorn 层解耦。Sinkhorn

层产生置换矩阵的连续松弛，使 Actor-Critic 架构可以进行端到端的

训练。Chen 等人[87]  提出了一种车辆路径规划的 NeuRewriter 策略。

该策略分解为一个区域选择和一个规则选择模块，每个模块都由

Actor-Critic 方法训练的神经网络进行参数化。Malazgirt 等人[88]  提出
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了一种 TauRieL 方法，该方法受 Actor-Critic 的启发，采用普通前馈

网络来获得策略更新向量，并用该向量来改进生成策略的状态转移矩

阵。Cappart 等人[89]  提出一种基于深度强化学习方法来求解约束规划

问题，该方法将动态规划作为约束规划和深度强化学习之间的桥梁。

Gao 等人[90]  提出了一种学习局部搜索启发式算法的方法，通过行动

者-评论家框架进行训练，迭代改进了车辆路径问题的求解方法。 

4.2.2 基于有模型的强化学习方法 

有模型的强化学习方法使用已知的环境模型或通过学习建立的

环境模型来进行规划和决策，根据模型的来源可分为模型给定法

（Given Model）和模型学习法（Learn Model）。 

模型给定方法假设已经拥有一个准确的环境模型，该模型描述了

环境中的状态转移和与状态-动作对关联的奖励。这些问题的已知模

型可以是具体规则、概率转移矩阵等，使得智能体能够根据这些信息

得到最佳的行动策略。AlphaZero [91]  是 DeepMind 公司开发的一种人

工智能算法。通过自我对弈的方式，AlphaZero 采用深度强化学习的

方法，成功超越了人类在诸如国际象棋、围棋和将棋等游戏上的表现，

代表了模型给定强化学习方法的一种典范。AlphaZero 的成功在于其

与蒙特卡洛树搜索算法的巧妙结合。蒙特卡洛树搜索是一种在博弈游

戏中广泛应用的智能搜索算法。该算法通过大量的随机抽样来估计最

优策略，有效的平衡了两者之间的关系。当蒙特卡洛树搜索与

AlphaZero 结合使用时，每次搜索步骤可以借助深度神经网络来评估

状态并选择行动，进而产生更优的策略。这种将 AlphaZero 与蒙特卡

洛树搜索结合的方法已被广泛应用于各种难解问题求解中，因为它能

够有效的处理大规模状态空间和决策空间，并从中发现较好的策略。

例如，Laterre 等人[92]  提出了一种名为 Ranked Reward (R2)的算法，

用于在单人游戏中实现自我对弈的训练策略。该算法通过对单个代理

在多个游戏中获得的奖励进行排名，创建了一个相对性能度量。特别
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的，R2 算法在二维和三维装箱问题的实例上，优于通用的蒙特卡洛

树搜索、启发式算法和整数规划求解器。基于 AlphaGo Zero[93]  的强

化学习策略，Abe 等人[94]  进一步发展了这种思路，提出了一种名为

CombOptZero 的新型学习策略，用于求解最小顶点覆盖、最大割和最

大团等问题。Abe 等人[94]  将图组合优化问题转化为马尔可夫决策过

程，并将 AlphaZero 中的卷积神经网络替换为图神经网络，提高了模

型对问题的处理能力。在此基础上，利用蒙特卡洛树搜索训练网络，

让智能体依据网络预测的信息来确定最佳策略。Li 等人[95]  将深度学

习技术与经典启发式算法的元素相结合，提出了一个新的求解方法。

该方法通过训练图卷积网络来估计图中每个顶点属于最优解的概率，

然后通过树搜索方法搜索解空间。在布尔可满足性、最大独立集、最

小顶点覆盖和最大团等问题上的应用表明，该方法与最先进启发式求

解器性能相当。Huang 等人[96]  结合 AlphaGoZero 和深度神经网络架

构，提出了无需任何先验知识的图着色启发式算法。Wang 等人[97]  提

出了 AlphaTSP 方法，该方法利用自我对弈强化学习来学习一个策略

网络，并结合蒙特卡洛树搜索求解旅行商问题。实验证明，AlphaTSP

在解决小规模旅行商实例时优于最近邻和传统蒙特卡洛树搜索方法。

Pierrot 等人[98]  结合了神经程序解释器和 AlphaZero 的优点，提出了

一种新型的算法，被称为 AlphaNPI。神经程序解释器采用模块化、层

次结构和递归等结构性偏差，从而减少了样本复杂性，提高了泛化性

能。而 AlphaZero 则为其提供了神经网络引导搜索算法。Xu 等人[99]  

提出了 Zermelo Gamification（ZG）方法。该方法将特定组合优化问

题转化为Zermelo游戏，且专门设计了一个神经蒙特卡洛树搜索算法。

这一策略为求解组合优化问题提供了新的方法和思路。 

模型学习方法主要依赖于与环境的交互，进而理解环境的动态性。

具体来说，模型学习方法尝试基于已观察到的状态转移和奖励来估计

环境的未知转移和奖励函数。当模型被学习后，它可以用来模拟环境，
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预测未来的状态和奖励。模型学习方法可大致分为参数化方法和非参

数化方法。参数化方法指的是学习一个具有特定参数的环境模型，而

非参数化方法不假定任何特定的环境模型，直接估计状态转移和奖励

函数。一些模型学习方法还利用了深度学习技术，以构建更复杂的环

境模型。尽管学习环境模型可以帮助更深入的理解环境动态，从而提

升规划和决策的有效性，但在实际应用中，特别是在处理组合优化问

题时，模型学习方法仍然处于初级阶段。 

4.3 总结与展望 

图学习方法和强化学习方法构成了求解难解问题的重要研究方

向。图学习方法的基本原理是基于难解问题实例与图的关系，依赖图

中节点和边的互联关系为这些难解问题做出表征，借助于图的拓扑结

构和节点特性，对难解问题进行深度理解，并运用图神经网络等工具

对图进行深入的剖析和推理，以此对难解问题进行求解。强化学习方

法通过智能体（Agent）在其环境中的探索行为求解难解问题。在这个

求解过程中，智能体通过连续的互动和反馈，学习如何采取最优行动

策略实现特定的优化目标。然而，难解问题的机器学习方法仍然存在

着如下挑战。 

（1）泛化能力差：诸多图学习方法在训练数据上性能表现良好，

然而大规模实例和实际应用实例上的性能表现不佳。这主要是由于模

型过拟合或者对训练数据的分布假设过于严格造成的。这种泛化能力

差的问题在复杂、高维度和稀疏的数据环境中尤为严重。尽管强化学

习方法已有在许多组合优化问题上的表现不错，但将学习到的策略有

效的泛化到其他问题或数据分布上仍然有难度。 

（2）全局结构无法获取：在利用机器学习方法处理结构化图问

题时，图问题全局结构的获取往往对学习的性能有着重要的影响。由

于图学习方法的局限性，很多时候模型只能获取到局部的、片段的信

息，而无法获取全局的、整体结构信息。对于强化学习方法，尽管可
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以通过集束搜索、局部搜索和采样策略等手段提升全局结构的特征获

取能力，但在许多研究中，直接由深度神经网络模型输出的解仍然效

果不佳。 

（3）分布外泛化（Out-of-distribution，OOD）：各领域中的难解

问题经常出现训练分布和测试分布不一致的情况，也就是所谓的

OOD 问题。这种情况下，图学习方法可能在训练分布上表现良好，

但在测试分布（尤其是与训练分布迥异的分布）上表现很差。由于不

同问题可能有着各自独特的动态特性和约束条件，使得某一特定问题

或数据分布上表现良好的策略并不能直接迁移到另一问题或数据分

布上。对于强化学习方法，如何处理各类应用问题中的不确定性和动

态性从而克服 OOD 问题也是一个主要挑战。  

（4）约束问题求解困难：许多难解问题都涉及到一些严格或者

复杂的约束。这些约束使得问题的解需要满足特定性质，增加了解的

搜索难度，现有的图学习方法和强化学习方法在一定程度上很难有效

的处理这些约束。 

（5）可解释性差：基于图学习和强化学习求解难解问题的方法

大多结合了深度学习方法，而深度学习方法往往因其复杂的模型结构

和抽象的特征表达，导致内部决策机制难以解释，被称为“黑箱”问题。

这种可解释性不足限制了模型在各领域难解问题求解中的应用。 

事实上，上述各个方面也是诸多机器学习方法共同面临的挑战。

人们针对此方面也进行了系列研究，在机器学习方法中引入自监督学

习和主动学习等强泛化模型可能有助于克服机器学习泛化性能差的

缺陷。自监督学习是一种训练模型的方式，它通过使用数据中已有的

标签信息来进行学习，而无需人工进行标注。自监督学习已经在图像、

语音和自然语言处理领域得到了很好的应用，并且有助于提高模型的

泛化能力。主动学习是一种模型自主选择最需要标注的数据样本进行

学习，这样可以更高效的使用有限的标注资源，从而提高模型的泛化
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能力。诸多难解问题本身具有很好的组合结构，并且这些结构往往具

有全局属性，如何更好的挖掘难解问题的结构属性，设计融合问题结

构属性的学习方法是克服难解问题机器学习方法泛化能力差的一个

重要方向。另外，目前诸多基于机器学习的难解问题求解方法往往在

较小规模的训练数据上进行训练，难以有效学到影响问题求解的全局

结构和复杂结构，进而出现泛化能力差的缺陷。因此，如何对较大规

模训练数据进行高效学习也是消除难解问题机器学习方法泛化能力

差的一个重要手段。 

针对难解问题机器学习求解方法存在全局结构无法获取和可解

释性差等问题，在机器学习方法中引入结构熵和编码树机制[100-102]可

提高机器学习方法获取难解问题全局结构的能力，并且增强机器学习

算法对难解问题求解的可解释性。近年来，基于结构熵和编码树的机

器学习方法已经引起了广泛的关注。结构熵是衡量图或网络结构中所

包含信息量的度量标准。给定一个图 G，图的一维结构熵被定义为图

中每个顶点的熵之和，其中顶点的熵是其度数和图的体积的函数，图

的体积是图中所有顶点的度数之和。图的 k 维结构熵被定义为具有最

多 k 层的图的所有可能编码树的最小熵。编码树是一种层次结构，将

加权无向图的顶点集划分为子集。编码树的熵是连接节点内部顶点与

节点外部顶点所有边权重之和与节点体积的函数。基于结构熵的编码

树是一种模型的层普抽象，是离散系统中的微分算子，刻画了数学的

层次抽象结构，可以用于从信息系统中对信息进行编码和解码，并可

将原始的图结构进行抽象和简化，捕获难解问题的全局结构。编码树

方法还能够提供对问题求解过程的解释和可解释性。通过对编码树的

分析和理解，可以获得问题实例的直觉推理和层谱抽象，以便可以更

好的理解问题结构和特征，并为问题求解过程提供推理解释。因此，

基于结构熵和编码树的方法为机器学习方法获取难解问题的全局结

构提供了理论和技术支撑，有助于机器学习方法学到问题实例的全局
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结构，进而有助于提高学习方法的泛化性能。另外，基于结构熵和编

码树的方法也为难解问题机器学习求解方法的可解释性提供了新的

思路。 

人们提出了诸多方法处理机器学习方法存在的分布外现象。比如，

在机器学习方法中引入对抗性训练、贝叶斯深度学习可能有助于增强

机器学习模型的鲁棒性。对抗性训练方法利用生成对抗性训练（GANs）

生成更极端、偏离训练数据分布的样本，以提高模型对未知分布数据

的鲁棒性。贝叶斯神经网络和贝叶斯卷积神经网络等引入权重不确定

性，能量化模型预测结果的不确定性，帮助提高模型对 OOD 数据的

鉴别力。诸多难解问题的求解效率和准确度与问题实例的分布和属性

具有密切的关联关系。因此，对于难解问题的机器学习求解方法，如

何根据问题的结构属性和求解目标生成多样化的训练数据对克服分

布外现象具有重要的意义。 

诸多难解问题都存在各类约束，影响了问题求解的效率与准确率。

难解问题机器学习求解方法可在求解过程中引入约束优化、生成模型、

约束神经网络等方法，提升机器学习方法对于复杂约束难解问题的求

解能力。约束优化方法可以在目标函数优化过程中引入包括拉格朗日

乘数法、KKT 条件等方法，寻找满足一定约束条件的最优解。生成模

型旨在利用条件生成对抗网络（CGANs）和变分自编码器（VAEs）

等方法生成满足某些条件（约束）的样本以辅助训练过程。因此，对

于带约束的难解问题，如何高质量的将约束条件融入到机器学习模型

中是求解约束难解问题的关键。另外，对于带约束的难解问题，约束

往往限定了问题实例的组合结构属性。因此，充分挖掘问题约束下的

实例结构属性有助于机器学习方法对问题结构属性的学习，可提高问

题求解的效率和准确率。 
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第 5 章 神经网络的数学原理 

5.1 神经网络的背景及意义 

5.1.1 神经网络的发展历史 

神经网络作为人工智能领域的重要组成部分，已经在过去几十年

中取得了巨大进展。根据关键技术的提出作为时间节点，神经网络的

发展历程可划分为以下三个时期： 

1.神经网络研究的萌芽及遇冷 

早期的神经网络模型受生物学神经元的启发而提出，其中最著名

的是 20 世纪 50 年代的感知机模型。感知机模型由两层神经元组成，

输入层接收外部输入信号，输出层产生相应的输出。然而，感知机模

型的局限性在于只能解决线性可分问题，无法处理非线性问题，甚至

无法表示逻辑学中基础的异或关系。受限的表达能力以及当时孱弱的

硬件算力使得对神经网络的研究萌芽后不久就进入了寒冬期。 

2.神经网络研究的突破及复苏 

上世纪 80 年代，多层感知机的提出以及非线性激活函数的引入

极大地增强了神经网络的表达能力，反向传播等理论的提出也为训练

神经网络提供了方法论层面的指导。理论发展的同时也伴随着硬件算

力的提升，此前横亘在神经网络前的表达受限及算力不足显著改善，

神经网络真正开始受到广泛关注。尽管关于神经网络的研究已然复苏，

但是囿于较小的训练数据集规模，神经网络并没有取得突出的性能表

现，因此人工智能的研究重心仍落在传统的机器学习方法上，例如支

持向量机（SVM）等。 

3.神经网络研究的飞速发展 

2012 年，基于卷积神经网络（CNN）的 AlexNet 在 ImageNet 比

赛中以远超第二名 10 个百分点的优异成绩取得冠军。这样令人震撼

的成绩引燃了研究者们研究热情，神经网络开启了爆炸式的发展。一

系列的改进和变种模型相继出现，如残差神经网络（ResNet）、循环神
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经网络（RNN）和 Transformer 等，这些模型在计算机视觉、自然语

言处理和语音识别等领域取得了重大突破。其中，Transformer 因其蕴

含较弱的归纳偏置，适用于处理大量的无先验认知的数据，被广泛用

作各类预训练模型或是大模型的骨架网络结构，例如语言领域的 Bert

模型、图像领域的 ViT 模型和以 GPT-4 为代表的大模型。合适的网络

结构、大量的数据以及充足的算力，这些条件促成了深层神经网络的

诞生，也掀起了人工智能大模型的时代浪潮。 

 

 

图 5-1 神经网络的发展历史 

 

5.1.2 神经网络对人工智能发展的作用 

作为人工智能的子领域，神经网络专注于模拟和构建类似于人脑

神经元网络的计算模型。近十年来，神经网络在迅速发展的同时也取

得了令人瞩目的成就，对人工智能的发展起到了重要的推动作用。其

主要贡献如下： 

1.为人工智能的应用提供工具和技术支持 

神经网络通过构建多层的人工神经元网络，并利用网络中神经元

的连接关系、对应的权重和激活函数来处理输入数据，实现了从输入

到输出的信息传递、处理和转换。根据通用近似定理，神经网络被证
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实为强大的函数逼近器，这使得神经网络能够广泛地应用于模式识别、

分类、回归等复杂的任务。 

2.为人工智能的泛化与自主学习能力提供保证 

神经网络现已发展出了多种学习及训练范式，如监督学习、半监

督学习、无监督学习及强化学习等。多样化的学习范式使得神经网络

能够适应于不同场景、任务和领域。特别地，无监督学习实现了引导

神经网络来学习和提取无标注数据中的特征，从而使其拥有自主学习

能力。 

3.为人工智能的类人化和智能化奠定基础 

伴随着神经网络结构和算法的改进及创新，人工智能在视觉、自

然语言处理、语音识别等领域取得了重大突破。这些领域的进展使得

人工智能具备更好地理解和处理复杂的视觉、语言和音频信息的能力。

特别值得注意的是，基于深度自注意力网络构建出的大模型（例如

GPT-4 等）在众多任务中都达到甚至超越了人类的能力，因此也被一

些研究人员视为是通用人工智能（AGI）的早期的雏形。 

5.1.3 神经网络给人工智能带来的挑战 

虽然神经网络在众多领域中都取得了巨大的成功，但也仍面临着

一些挑战。本节将列举出目前存在的代表性问题及挑战，并归纳这些

挑战中蕴含的数学原理。 

1.神经网络的优化理论欠缺 

神经网络的训练对应基于梯度信息的迭代优化过程。算法通过计

算损失函数对网络参数的梯度，并根据梯度更新参数，以实现最小化

损失函数。然而，对于深度神经网络，优化算法存在着局部最优和梯

度消失等问题，模型初始位置、学习率等超参数的选择会对训练效果

产生显著的影响。特别地，在如今大模型的训练场景中，完全基于实

验的网络搜索参数方法正在消耗着难以承受的算力资源。然而，已有

的优化理论不能有效利用模型结构，对复杂非凸的神经网络仍缺乏理
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论指导。 

2.神经网络的泛化能力薄弱 

现有的训练方法能确保神经网络在训练数据集上具有可靠的性

能表现，然而由于数据分布的长尾性，训练数据集难以覆盖所有可能

的数据。如何确保神经网络在训练集之外的数据集也能保持可靠的性

能被称为神经网络的泛化问题。在自动驾驶、工业生产等风险敏感场

景中，确保模型在遭遇意外情况时仍然能够正确应对而非不知所措是

最基本的可靠性要求，这也对模型的泛化能力提出了更高要求。然而，

由于人工智能任务中的数据通常具有非独立同分布、不完备、异质等

特点，使得统计学基本假设不再适用，使得神经网络的泛化能力欠缺

理论保证。 

3.神经网络的可解释性差 

神经网络的可解释性问题也是一个重要挑战。由于神经网络的结

构复杂以及参数众多，难以解释网络的决策过程和内部工作机制。这

使得神经网络在一些对解释性要求较高的领域，如法律和医疗等方面

的应用受到了限制。现有研究中，可解释性可以分为全局可解释性和

局部可解释性，全局可解释性关注各个特征在模型全局的重要性，可

用梯度方法和信息熵方法进行刻画；局部可解释性关注模型做出特定

决策的原因，可将模型在数据输入的位置进行线性逼近，并根据线性

化的结果定量地给出解释。然而，如何全方面地、定量地评价模型的

可解释性仍有待探索。 

5.2 神经网络的数学原理的内涵 

5.2.1 研究意义 

研究神经网络的数学原理，有以下两方面的意义： 

（1）针对神经网络为人工智能所带来的挑战，从数学上理解神

经网络的运行机理，从而增强神经网络的可解释性、降低训练成本、

提升泛化性能； 
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（2）借助神经网络这一科技领域的发展，促进数学等基础学科

的发展。如前所述，神经网络研究需要依据多个基础学科发展新的数

学方法和技术，将丰富数学等基础学科的研究内容。 

5.2.2 分析视角 

由于神经网络是一个复杂的系统，神经网络的数学分析需要结合

多种技术。目前神经网络的数学分析视角主要包括优化理论、概率统

计、函数逼近论、信息论和控制论等。 

1.优化理论 

优化理论是研究神经网络的数学原理的重要的分析视角，因为神

经网络的训练过程常常被封装成为求解一个最小化目标函数优化问

题。优化理论的作用主要包括： 

（1）提供优化速率保证。目前训练神经网络的优化器包含大量

超参数，其取值通常基于经验而缺乏理论保障，使得神经网络的表现

有较大的不确定性。优化理论通过为优化算法提供收敛速率保证，为

优化器的超参选择提供指导，提高神经网络训练过程的稳定性。 

（2）设计新型优化器。收敛速率分析理论能比较不同优化器收

敛速度的差异并探讨差异对应的原因，引导设计收敛速度更快的优化

器，从理论上指引下一代优化器的发展方向，降低神经网络的训练成

本。 

（3）有助于建立泛化理论。优化器本身对于求解目标函数最优

解具有偏好，不同偏好往往带来不同的泛化性能，这被称为优化器的

隐式正则效应。优化理论可以刻画隐式正则效应，并进一步指导具有

更强隐式正则效应的优化器的设计。 

2.概率统计 

概率统计是神经网络的数学原理研究中的另一个重要视角，能分

析数据、建模、训练、推理各个环节的随机因素。概率统计的作用主

要包括： 
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（1）刻画数据的属性。概率统计能刻画训练数据和真实场景数

据分布之间的距离，为神经网络的场景泛化能力提供基础；而且概率

统计可以通过数据建模删除冗余信息，凸显数据特性，启发设计对应

的神经网络结构。 

（2）分析训练中的随机性。神经网络训练中，优化器需要随机

选取一部分数据进行模型迭代以降低计算开销。概率统计可以分析初

始化及优化中的随机性，设计更好的初始化方式，缩减随机性所带来

的训练不稳定。 

3.函数逼近论 

在神经网络的数学原理中，函数逼近论被用来分析神经网络的表

达能力，即在最理想的数据、算法、算例情况下，神经网络是否有能

力完成某一任务。函数逼近论的作用主要包括： 

（1）显示神经网络强大的表达能力。由函数逼近论，神经网络

可以高效逼近任意复杂度的连续函数，具有强大的模型表达能力，为

实际场景中训练神经网络提供了理论上限，也为神经网络在人工智能

任务中取得优秀表现提供了理论依据。 

（2）指导神经网络结构的设计。函数逼近论刻画神经网络结构

（如层数、每层神经元个数、模型基本单元结构）对模型表达能力的

影响，能指导如何平衡神经网络的结构参数实现表达能力最大化，并

启发针对特定任务设计新的基本架构。 

除上述视角以外，信息论与控制论也对分析神经网络的数学原理

有重要作用。信息论中的相对熵可以度量两个分布之间的距离，检验

参数与数据独立性，设计神经网络的损失函数，基于复杂度度量进行

网络压缩等；控制论可以刻画智能体与外界交互的行为，支撑基于神

经网络的深度强化学习算法的设计与分析。 

5.2.3 基本框架 

围绕目标和分析路线，神经网络的数学原理的研究内容可以分为
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三个部分，一是理解与提升神经网络的优化速度，二是理解与增强神

经网络的泛化能力，三是理解与拓宽神经网络的表示能力。三个部分

共同支撑研究目标，每个部分需要不同的数学分析视角，这些研究也

将促进数学的学科发展。具体地： 

（1）理解优化算法可以增强神经网络训练过程的可解释性，从

而改进优化算法，降低训练成本。这部分的研究一方面需要优化理论

来分析优化算法，另一方面也需要概率统计来对随机场景进行分析。

在强化学习场景下，还需要控制论的知识。 

（2）理解泛化度量可以找到泛化能力的根本原因，降低神经网

络在实际应用中的不确定性，增强其可解释性，帮助设计方法提升网

络泛化能力，降低训练成本。这部分的研究需要概率统计和信息论来

刻画实际场景与训练集之间的关系，也需要优化理论刻画优化器的隐

式正则作用。 

（3）理解神经网络的表示能力能了解每种神经网络的表示能力

差异，在实际应用之前了解可行性，同时辅助全新神经网络架构设计，

降低训练成本。这部分的研究既需要函数逼近论来刻画表示能力，也

需要信息论来刻画压缩神经网络的最小量级。 

 

 

图 5-2 神经网络数学原理的框架 
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5.2.4 研究趋势 

结合研究框架和相关领域发展，神经网络的数学原理发展呈现出

以下趋势。 

（1）从传统机器学习理论到神经网络的数学原理。神经网络由

于属于机器学习的一种实现方式，其数学原理扎根于传统机器学习理

论。然而传统机器学习的模型较为简单，数据也不复杂，从而与神经

网络的使用场景有较大差距。针对这一问题，研究者们正在突破传统

机器学习理论的框架，聚焦神经网络的特性，发展针对神经网络的数

学原理。 

（2）从单一分析视角到多元分析视角。在神经网络数学原理的

初始阶段，神经网络的性质是被分开分析的，需要的数学工具也较为

单一，比如神经网络的泛化能力往往只需要概率统计。但是随着理论

的发展，研究者们发现神经网络的各个性质存在关联性，比如优化过

程会对泛化性质产生影响，于是为了精准的刻画这些性质，研究者们

开始结合多种工具共同分析。 

（3）从简单任务到复杂任务。随着神经网络的应用范围越来越

广，处理的任务也越来越复杂。比如，神经网络开始在科学发现方面

崭露头角，比如生物、材料、化学等领域。为了理解并解决在这些新

问题中遇到的问题，神经网络的数学原理也从分析简单任务走向了越

来越复杂的场景。 

接下来三小节将介绍神经网络的传统机器学习理论、数学原理研

究的前沿发展、以及未来展望。 

5.3 神经网络的传统理论 

本节将会简介神经网络的传统内容，即在传统的机器学习理论框

架中发展的神经网络的传统理论。这些内容是对神经网络进行数学原

理分析的基础尝试，具有从传统机器学习模型出发、较为简单等特点。
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按照传统机器学习理论，机器学习算法的性能由其表达能力、泛化能

理和优化能力三个方面决定。 

5.3.1 表达能力 

神经网络的表达能力分析一般基于函数逼近论，通过构造性证明

得到神经网络要完成某一任务所需要的最小参数量以及网络架构设

计。神经网络具有非常强大的表达能力。通用近似定理首次展示了使

用 Sigmoid 激活函数、拥有单一隐藏层、任意宽度的前馈神经网络可

以用来近似任意的复杂函数，并且可以达到任意近似精准度。 

表达能力只给出了神经网络在最优情况下的表现，但不涉及这样

的最优情况是否可以通过优化算法达到。另外，往往由于证明技术问

题，理论得到的对于参数量的需求远大于真实的需求，从而无法指导

实践网络设计。 

5.3.2 泛化能力 

泛化能力研究通常基于概率统计，通过建模训练数据和真实数据

的关联来从理论估计泛化误差。传统的泛化与容度研究由于无法刻画

优化得到的模型，往往基于最坏情形，即考虑所有可能的模型中泛化

能力的最差值。由于分析基于最坏情形，传统理论对于泛化能力的估

计基于模型空间的容度，即越复杂的模型估计其泛化能力越差。 

实践中神经网络的复杂度往往很高，但其依然能在实际数据上表

现很好，这与理论产生了矛盾。有学者甚至发现神经网络可以拟合任

意随机标签，使基于最坏情形的分析完全失效。 

5.3.3 优化能力 

神经网络的优化研究通常基于非凸优化理论。这方面的主流研究

工作试图对优化器收敛到最优点的迭代复杂度进行刻画，并基于此对

不同的优化器进行比较。其中代表结果是随机梯度下降在非凸目标函

数上可以收敛到驻点。 

然而，这些优化分析与神经网络的实际应用仍有较大差距。首先，
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自适应算法是训练神经网络的主流优化器，但是大多数自适应算法在

非凸目标函数上的收敛性还没有得到刻画；其次，经典收敛性分析往

往假设目标函数曲率有限，然而神经网络曲率变化剧烈。 

5.4 前沿发展 

如上一节所述，神经网络数学原理的经典内容虽然提出较早，但

存在无法解释现有神经网络现象以及分析场景与神经网络差距大等

问题。近几年，相关领域研究者们开始针对这些理论-实践差距展开前

沿研究，主要围绕以下五个方向。 

5.4.1 对自适应优化器的分析 

自适应优化器是对于使用历史梯度信息动态计算步长和更新方

向的优化器的统称，同时也是目前深度学习的优化中所采用的主流算

法。这类算法由于形式较为复杂，经典内容中缺乏其收敛性分析。近

年来，研究者们对非凸优化的技术进行拓展，成功建立了一些主流的

自适应优化器的收敛性分析。 

5.4.2 基于神经网络结构的优化分析 

优化分析需要对神经网络模型进行建模。在神经网络的经典分析

中，对神经网络的模型往往过于简化而与神经网络的性质相去太远。

例如，经典分析中假设优化目标满足二阶导数有界，然而深度神经网

络的二阶导数变化剧烈并且无界。近年来，研究者们通过实验观察重

新对神经网络进行抽象建模，并基于此给出了全新的收敛性质分析。 

5.4.3 优化器的隐式正则分析 

在神经网络的经典内容中，优化和泛化被分开考虑，从而泛化分

析需要考虑模型空间中的所有模型的泛化性能，这极大的增大了模型

空间的容度。优化器的隐式正则研究将优化器对于神经网络的选择作

用纳入分析范畴，通过刻画优化器对于神经网络的选择作用缩小并限

定了模型空间，从而提升了泛化能力。 
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5.4.4 神经网络的精确泛化估计 

在神经网络的经典分析中，神经网络的容度随神经网络的参数量

增加而增加，进而泛化界的估计也会随参数量增加而上升。然而，实

践中往往使用过参数化的神经网络，这使得经典分析中的误差界估计

远高于真实值，无法提供有效的信息。近年来，研究者们提出了包括

稳定性、参数与样本互信息、陡度在内的新容度，并以此为基础在特

定算法和特定场景下得到了较为精确的泛化估计。 

5.4.5 表示所需参数量下界 

神经网络的经典内容更倾向于关注神经网络是否能表示，而对表

示所需的参数量并不关注。近年来一些表示所需参数量下界结果被建

立起来，并指导了完成任务所需要的最少计算资源。更进一步的，这

些结果被推广到鲁棒表达等更具挑战性的场景，给神经网络的参数量

选择提供了理论指导。 

5.5 未来展望 

以大模型为代表的神经网络模型展现出了令人震撼的能力，其应

用触角能够涉及生活、生产的方方面面，因此神经网络模型也被视为

能够推动生产力大幅发展的催化剂。然而现有的模型多以性能为中心，

理论上缺乏关于模型可控性、可信性的安全理论保证，现实场景中模

型造成的人身安全事故、信息泄露、歧视性言论等问题也引起了公众

的广泛担忧。 

因而，一方面，现有人工智能应用亟需攻克现有的理论问题，提

早实现对神经网络性能的数学量化，另一方面，安全问题未来将成为

人工智能的核心技术挑战，也将为神经网络的数学原理提出更高的要

求，尤其是以下三个方向。 

5.5.1 设计适用不同场景的安全性度量 

当前的神经网络模型多以性能表现作为度量，缺乏多样化的、适

用于不同场景需求的安全性度量。伴随着算力的提升、数据规模的增
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长以及网络结构的扩大，神经网络模型已经具备了足够强大的性能，

阻碍模型应用到更广泛场景中的制约因素不再是性能，而是各个场景

对模型安全性的需求。 

模型安全性具有丰富的含义，包括鲁棒性、可解释性、公平性和

隐私性等。在自动驾驶的场景中，模型的鲁棒性是至关重要的；在医

疗场景中，可解释性和隐私性直接决定了模型是否能够得到医护人员

的信赖；在招聘场景中，模型的公平性应当首先得到保证。在神经网

络的未来发展中，应当在理论上建立适用于不同场景的安全性度量，

从而为模型的结构设计及训练目标提供理论上的指导。 

5.5.2 构建以安全为中心的神经网络理论 

已有的神经网络理论大多聚焦于性能，而刻画安全性的理论依然

缺位。如前文所述，神经网络的表达能力、容度及优化理论构成了当

前神经网络理论研究的主体部分，这些理论研究致力于探索神经网络

的性能边界，以及如何达到最优性能，可以被统称为以性能为中心的

神经网络理论。 

为满足新的生产场景对神经网络模型的安全性需求，未来应当构

建以安全为中心的神经网络理论，指导模型取得更好的鲁棒性、可解

释性、公平性和隐私性等安全性质。 

5.5.3 发展可信可控的神经网络模型 

目前的神经网络模型普遍基于纯粹的数据驱动学习范式，学习得

到的模型以黑盒的形式工作，不具备可信性和可控性。研究者在报告

中表明大模型可以通过伪装的方式欺瞒人类以达成目的。虽然科研人

员通过人机价值观对齐等方式来降低风险，但是大模型的强大能力和

种种不可控的表现仍然引起了越来越多国内外研究者的强烈担忧。发

展可信可控的神经网络模型将是未来研究中最为重要的目标,也为神

经网络的数学原理提出了更具挑战的目标。 
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第 6 章 神经网络的计算原理 

人工神经网络是一种对人脑神经认知机制的模拟，是人工智能连

接主义的基础。近年来随着深度学习和大模型的兴起，神经网络再次

成为了人工智能的前沿研究热点，大量新的计算方法被提出，被广泛

应用于机器视觉、语音、语言、舆情分析、生物医药等诸多领域，显

著提升了当今人工智能的发展水平。 

本章将重点阐述神经网络的计算原理。首先介绍经典神经网络的

基本计算原理，包括感知机、前馈神经网络和神经网络训练等，这些

是构建现代神经网络的基础。另外，善于描述序列型数据的神经网络

当前取得了重大突破（譬如 GPT 系列等），这里主要介绍循环神经网

络、转换器和时序卷积神经网络等，它们为神经网络理解言语交互等

信息提供了基础。除此以外，善于描述实例间依赖关系的图神经网络

最近也被提出，它被视为是连接主义与符号主义的结合，不仅可使深

度学习应用于图这种非欧式结构上，还能为深度学习赋予一定的推理

能力，这些为实现神经网络的鲁棒性和解释性提供了新方向。 

本章主要关注于经典神经网络的计算原理和面向序列型数据的

神经网络以及图神经网络前沿，期望能够为神经网络的发展提供计算

方面的原理性指导。 
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图 6-1 神经网络的计算原理整体架构图 

 

6.1 经典神经网络的计算原理 

6.1.1 表示学习 

表示学习（Representation Learning）是一种机器学习的方法，旨

在通过学习数据的特征表示，将原始数据转化为更高级的表征形式，

以揭示数据中的重要信息和内在结构。它的目标是通过设计适当的模

型结构和优化算法，从大规模数据中学习到最优的表示，以实现更准

确和高效的数据分析和推断。因此，表示学习在机器学习和数据科学

领域中具有重要意义。 

表示学习在机器学习和数据分析中具有显著优势和广泛应用的

价值。 

（1）自动学习特征表示、提取语义信息和降维压缩数据的能力，

有效减轻了特征工程的负担； 

（2）通过自动学习到的特征表示，模型能够更好地捕捉数据中
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的关键信息，消除冗余和噪声，提升后续任务的性能和泛化能力； 

（3）具备迁移学习能力，在新任务中可以充分利用已学到的特

征进行快速迁移，减少对标注样本的需求。 

根据训练数据的标签信息的可用性，可将其分为有监督和无监督

表示学习两类。前者在有标签的数据上训练模型，以此学习具有语义

和判别性的特征表示。后者则通过捕获数据的内在结构和模式来学习

区分性的特征表示。有监督和无监督表示学习相辅相成，共同推动着

计算机视觉、自然语言处理和网络分析等领域的进步与发展。 

6.1.1.1 计算机视觉中的表示学习 

计算机视觉领域中，表示学习是一项重要且备受关注的技术。随

着图像数据规模的爆发性增长和计算机视觉任务的日益复杂化，如何

从该类数据中提取有意义的特征表示成为关键问题。相对于传统的手

工设计特征的方法对领域专家经验的过度依赖，表示学习通过自动学

习数据的特征表示，表现出更强大的灵活性和泛化能力。 

在计算机视觉中，有监督的表示学习模型输入带有标签的图像数

据，通过最小化预测输出与真实标签之间的损失函数，实现网络参数

的更新以及特征表示的优化。其计算原理主要包括以下步骤： 

（1）数据预处理：对输入的图像或其他视觉数据进行预处理，

例如图像尺寸调整、数据标准化、数据增强等； 

（2）模型搭建：构建深度学习模型，如 CNN 的卷积层、池化层

和全连接层[1]  -[3]  等，以便提取特征表示； 

（3）前向传播：将图像输入模型，通过网络的前向传播，逐层

提取特征表示，并生成预测输出； 

（4）损失计算：计算预测输出与真实标签之间的损失函数，如

交叉熵损失或均方误差损失； 

（5）反向传播与优化：通过反向传播算法，计算梯度并更新网

络参数，以最小化损失函数[4]  ； 
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（6）迭代训练：重复进行前向传播、损失计算、反向传播和参

数更新的迭代训练过程，直到模型收敛或达到预定的训练迭代次数。 

计算机视觉任务常用的无监督学习方法包括自编码器、变分自编

码器[5]  、生成对抗网络[6]  等。以自编码器为例，其计算原理主要包

括以下步骤： 

（1）编码：自编码器通过一个编码器网络，将输入数据映射到

潜在空间中的低维表示。编码器的目标是捕捉数据的关键特征，并压

缩输入数据； 

（2）解码：解码器网络将潜在空间中的表示映射回重构数据空

间，尽可能还原原始输入。解码器的目标是通过重构误差最小化来学

习数据的重建能力； 

（3）优化：自编码器通过最小化输入数据与重构数据之间的重

建误差来训练模型。 

6.1.1.2 自然语言处理中的表示学习 

在自然语言处理（NLP）领域，表示学习的目标是通过学习文本

数据的有意义特征表示来提升 NLP 任务的性能和效果。该方法借助

于深度学习模型，如 Transformer[7]  、BERT[8]  和 GPT[9]  等，通过最

大化语义和上下文信息的捕捉，实现词语、句子和文档的语义表示和

推理。这些学习到的表示具备更强的语义表达能力，为文本分类、情

感分析、命名实体识别、机器翻译等关键 NLP 任务提供了强大的特

征基础。 

利用带有标签的文本数据进行训练，有监督表示学习旨在学习出

区分性的文本特征表示。其主要步骤包括： 

（1）数据准备：收集和准备带有标签的文本数据集，确保数据

集的质量和多样性； 

（2）特征提取与编码：利用词袋模型、词嵌入（如 Word2Vec[10]  、

Glove[11]  ）、TF-IDF[12]  等将文本数据转化为计算机可处理的特征表
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示； 

（3）模型训练与优化：使用带有标签的数据进行训练，通过深

度学习模型和优化算法，如神经网络、循环神经网络（RNN）或转换

器模型（Transformer），通过最小化预测输出与真实标签之间的损失

函数，更新模型参数和特征表示。 

NLP 中的无监督表示学习基于文本数据自身的统计和结构特征，

通过无监督学习算法来推断和学习文本的潜在表示。基于伪标签生成

与辅助的自监督学习方案，预训练模型（例如BERT、GPT和 Roberta[13]  

等）能学习到大规模无标签文本数据上丰富的语言表示。其计算原理

主要包括两个关键步骤： 

（1）预训练阶段：利用无监督学习方法（如自编码器、语言模

型或掩码语言模型）对无标签文本数据进行预训练。在此过程中，模

型通过学习文本数据的上下文信息、语义关联和结构特征，生成丰富

的文本特征表示； 

（2）微调阶段：在特定的 NLP 任务上，利用带有标签的数据集

对预训练模型进行微调。通过将任务特定的输出层连接到预训练模型，

并通过有监督的训练进行参数微调，使模型能够适应特定任务的特征

表示需求。 

整体来看，表示学习面临着一些关键挑战和未来研究方向。 

（1）在计算机视觉中，挑战之一是如何学习到更具语义和抽象

性的图像特征表示，以提高图像理解和分析的性能。另一个挑战是处

理大规模图像数据的效率和可扩展性。未来的研究方向可能包括开发

更复杂和深层的表示学习模型，结合多模态信息和上下文建模，以及

利用强化学习等技术来进一步推动图像表示学习的发展； 

（2）在 NLP 中，挑战之一是如何捕捉文本数据的语义和语法结

构，以提高文本理解和生成的性能。另一个挑战是处理多语言和跨语

言表示学习的问题。未来的研究方向可能包括设计更强大和可解释的
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表示学习模型，结合大规模预训练模型和迁移学习技术，以及探索多

模态和多粒度的表示学习方法来改善文本表示的质量和效果。 

6.1.2 前馈神经网络 

前馈神经网络（Feedforward Neural Network）是最基本和常见的

神经网络类型之一。该类神经网络一般由三大结构组成：输入层、隐

藏层和输出层。其中输入层是网络的起点，它接收原始数据作为输入；

输出层是位于网络最后的一层，用于输出后续可应用于各种场景的结

果；隐藏层则是位于输入层和输出层之间的中间层，它可以由一个或

多个层组成。这些层中的每一层都包含多个神经元，每个神经元都将

来自上一层的输入进行加权并求和，并通过一个激活函数进行非线性

转换。前馈神经网络的原理在于将输入数据通过一系列带有非线性转

换的运算层来拟合现实世界中复杂的函数以预测各种任务场景下的

结果。 

6.1.2.1 多层感知机与全连接神经网络 

在该类神经网络中，每一层中的每个神经元都与上一层的所有神

经元相连，符合这种结构的神经网络又被称全连接网络。多层感知机

[14]  -[15]  是一种最基本的全连接网络，其输入层一般负责接收数据样

本的属性作为输入数据。相邻层之间相连的神经元可用有向箭头（从

输入层指向输出层方向）连接并且可以带有权重。在输入向输出层逐

层传递的过程中，每个神经元都结合上一层的神经元的输出和两者之

间的连接权重做加权求和，计算本神经元的输出结果并向下一层的神

经元传递。值得注意的是，由于加权求和的线性，多个隐藏层本质上

等同于一个隐藏层，这将导致神经网络拟合真实函数的能力十分有限。

因此，在隐藏层和输出层的神经元中往往还配有激活函数以引入非线

性，借此提高模型拟合真实函数的能力。这样，神经元在计算完加权

求和的结果后，先将结果送入激活函数，激活函数的输出才会作为下

一层神经元的输入。 
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整个多层感知机的计算原理便是输入数据通过一系列带有非线

性转换的运算层来拟合现实世界中复杂的函数，后续可用于各种现实

场景下的任务，尤其是预测类的任务。 

6.1.2.2 卷积神经网络 

卷积神经网络[16]  -[19]  的核心思想在于模仿人类实现对图片的局

部或全局感知，使计算机对于图片的感知级别由像素级别上升到局部

或全局级别，这意味着让网络一次性感知多个像素，而非一个个对像

素进行处理。在卷积神经网络中，感知多个像素的操作称为卷积或互

相关运算，该操作主要由卷积核和图片输入来共同完成。具体来说，

卷积核是一个有着固定长度和宽度的矩阵，它从图片的左上角开始，

对一定区域内的像素值构成的矩阵进行按位置相乘并求和的运算，之

后按照从左到右、从上到下的顺序移动固定个像素值（步幅），之后

重复进行运算、按序移动等过程直至卷积核无法在当前图片上再进行

移动。通常情况下，经过卷积运算后的输出图像与输入图像相比会变

小，可以将其理解为提取了原始图像局部特征之后的形成的更高层级

的新图像，这些局部特征可能是边缘、纹理等等，且计算机对这些特

征是敏感的。卷积核即为卷积神经网络可训练、学习的部分，一般情

况下，其长度与宽度相等且该值是网络的一个超参数。在卷积运算过

程中，有另外两个重要的操作值得一提：步幅和填充。步幅（Stride）

即卷积神经网络中卷积核在输入图片上进行移动时以像素值个数为

单位的移动距离，进一步可分为水平步幅和垂直步幅，分别对应卷积

核在图片上由左向右、右上到下每次移动多少个像素；填充（Padding）

操作则是指在原始输入图片的上下左右四侧填充 0 像素值的操作。在

某些情况下，可能会希望输出图像的大小与输入图像相等而不是变小，

或者是指定输出图像的大小，这一目的便可以通过对输入图片进行填

充达成。 
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6.1.2.3 池化方法 

与卷积层类似，池化层上进行的池化运算也是通过一个能够滑动

的窗口（池化窗口）来实现的，该窗口根据特定的步幅在输入的所有

区域上从左到右、从上到下地移动，并为每个遍历的位置计算一个输

出。与卷积层不同的是，池化运算是确定的，即池化层没有可训练的

参数。常用的池化运算为最大值池化或平均值池化，对应的池化层被

称为最大池化层或平均池化层，分别进行对池化窗口内的二维张量进

行求最大值或求平均值操作。通过池化操作，特征图的尺寸能够显著

减小，进而可以减少卷积神经网络的计算量，并使模型具有一定的平

移不变性和鲁棒性。 

6.1.2.4 自编码器 

前 馈 神 经 网 络的 自 编 码 器 （ Feedforward Neural Network 

Autoencoder）是一种无监督学习模型，用于将输入数据压缩为低维表

示并进行重建。自编码器主要由两部分组成：编码器和解码器。编码

器将输入数据映射到一个较低维度的隐藏层表示，这个隐藏层可以看

作是对输入数据的压缩表示。解码器则将隐藏层的表示重新映射回原

始输入空间，以重建输入数据。 

自编码器的训练过程包括两个阶段： 

（1）编码阶段：在编码阶段，将输入数据通过编码器进行映射，

得到隐藏层的表示； 

（2）解码阶段：在解码阶段，将隐藏层的表示通过解码器进行

映射，以重建输入数据。目标是使重建的数据与原始输入数据尽可能

接近，即最小化重建误差。 

自编码器的一个关键点是隐藏层的维度比输入层的维度低，这迫

使自编码器学习数据中的主要特征，并丢弃输入数据中的噪声或不重

要的信息。通过这种压缩和重建的过程，自编码器可以学习到一个更

紧凑和鲁棒的表示。 
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自编码器可以用于降维、特征提取、数据去噪等任务。它也可以

作为其他更复杂神经网络模型的组件，用于初始化权重或进行预训练。

需要注意的是，自编码器是一种无监督学习方法，不需要标签信息进

行训练。然而，在一些情况下，也可以将自编码器与有监督学习结合，

例如，将自编码器的隐藏层作为输入传递给一个有监督分类器，以利

用自编码器学得的特征进行监督学习任务。 

6.1.3 神经网络训练 

神经网络训练是指通过使用大量数据来调整神经网络的参数和

结构，以使其能够从输入数据中学习并进行准确的预测或分类。在神

经网络训练过程中，使用各种优化算法和技术，如梯度下降、自适应

学习率和归一化方法，以提高模型的性能和泛化能力[20]  [20]  。通过

不断迭代和优化，神经网络能够自动学习数据中的复杂模式和特征，

并生成适用于各种任务和领域的预测模型。神经网络训练的目标是通

过有效的参数调整和模型优化，使模型具备良好的泛化能力，能够在

未见过的数据上做出准确的预测或分类，从而实现对实际问题的解决

和应用。 

6.1.3.1 神经网络的正则化 

神经网络的正则化是一种用于控制模型复杂度和减少过拟合的

技术。在神经网络训练过程中，正则化方法通过在损失函数中引入额

外的惩罚项来限制模型参数的取值范围或增加模型的稳定性。常见的

正则化方法包括参数范数正则化、Dropout、数据增广和对抗训练。这

些正则化方法的目标是提高模型的泛化能力，使其在未见过的数据上

也能表现良好。通过使用正则化方法，可以降低模型对训练数据的过

度拟合，使模型更具有鲁棒性和泛化能力。 

参数范数正则化是一种常用的技术，旨在控制模型的复杂度并减

少过拟合的风险。通过对模型参数的正则化项进行约束，可以使模型

更加简单且泛化能力更强。参数范数正则化的原理是通过在损失函数
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中引入参数的正则化项，使得模型在训练过程中更倾向于学习较小的

参数值。常见的参数范数正则化方法包括 L1 正则化和 L2 正则化。L1

正则化通过鼓励模型参数变得稀疏，实现特征选择和模型简化。L2正

则化则使得模型参数值趋向于较小的值，实现模型平滑化和泛化能力

的提升。参数范数正则化广泛应用于各种神经网络模型和任务中。 

Dropout 是一种用于神经网络训练的正则化技术，旨在减少过拟

合的风险[21]  。通过随机地将神经元的输出设置为零，Dropout 可以减

少神经元之间的复杂联合适应性，从而增强模型的泛化能力。Dropout

的原理是在训练过程中，以一定的概率随机地将神经元的输出置为零。

这样做的效果相当于在每个训练样本上训练了一个不同的网络子集，

从而迫使模型不依赖于单个神经元，减少过拟合的风险。在测试阶段，

所有神经元都会参与，但其权重会按照训练时的概率进行缩放，以保

持期望输出的一致性。Dropout 被广泛应用于各种类型的神经网络模

型和任务中。 

数据增广是一种在神经网络训练中广泛使用的技术，旨在扩充训

练数据集并提高模型的泛化能力。通过对原始数据进行随机变换和扩

充，数据增广可以帮助模型更好地捕捉数据的多样性和变化性，从而

减少过拟合的风险。数据增广的原理是通过应用多种变换和扰动操作

来创建新的训练样本，而不改变其标签。这些变换可以包括随机旋转、

缩放、裁剪、翻转、加噪声等。通过对训练样本进行多样化的变换，

数据增广可以增加样本的数量和多样性，使模型能够更好地适应各种

输入情况。数据增广广泛应用于计算机视觉和自然语言处理等领域的

神经网络训练中。 

对抗训练是一种在神经网络训练中应用的技术，通过引入对抗性

的机制，使生成模型能够更好地模拟真实数据分布。对抗训练的理念

源自生成对抗网络（GANS），它包含一个生成器和一个判别器，通过

互相博弈的方式进行训练。对抗训练的原理是通过将生成器和判别器
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设置为对立的角色，通过博弈的方式来提高生成模型的性能。生成器

的目标是生成与真实样本相似的样本，而判别器的目标是准确地区分

真实样本和生成样本。生成器和判别器通过交替训练，相互博弈和对

抗，不断提高对方的表现。对抗训练在图像生成、文本生成和音频生

成等任务中得到广泛应用。 

正则化方法是提高神经网络模型性能和稳定性的重要手段，在各

种神经网络模型和任务中都得到广泛应用。它有助于解决神经网络训

练中的挑战，并为未来的深度学习研究和应用提供了广阔的发展空间。

通过选择适合任务和模型的正则化方法，可以减少过拟合、提高模型

的泛化能力，并取得更好的性能表现。 

6.1.3.2 神经网络的优化 

神经网络的优化算法是用于调整模型参数以最小化损失函数的

技术。在神经网络训练过程中，优化算法通过迭代更新模型的参数，

使其能够更好地拟合训练数据并提高模型的性能。常见的神经网络优

化算法包括梯度下降法、冲量法、自适应学习率和归一化方法。这些

算法的目标是在训练过程中快速而稳定地优化模型，提高模型的收敛

速度和泛化能力。 

这些神经网络优化算法被广泛应用于各种任务和领域，如图像分

类、目标检测、语音识别等。它们能够加速模型的收敛速度，提高模

型的性能和鲁棒性。每种算法都有其独特的特点和适用场景，选择合

适的优化算法有助于改善模型的训练效果和泛化能力。神经网络优化

算法是深度学习领域的重要研究方向，不断的创新和改进将进一步推

动神经网络的发展和应用。 

梯度下降法是一种经典的神经网络优化算法，旨在通过迭代地更

新模型参数，最小化损失函数。它基于损失函数关于参数的梯度信息，

指导模型朝着损失减小的方向进行参数更新。梯度下降法的特点是简

单且易于实现。它是一种基本的优化算法，为许多其他优化算法的基
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础。然而，梯度下降法可能会陷入局部最优解，对于大规模数据集和

复杂模型的收敛速度较慢。为了解决这些问题，后续提出了各种改进

的优化算法。梯度下降法的原理是通过计算损失函数关于每个参数的

偏导数（即梯度），根据梯度的方向和大小来调整参数的取值。常见

的梯度下降法包括批量梯度下降（Batch Gradient Descent）和随机梯

度下降（Stochastic Gradient Descent）。批量梯度下降在每个参数更新

时使用整个训练集的样本计算梯度，而随机梯度下降仅使用一个样本

计算梯度。梯度下降法广泛应用于神经网络的训练中。它可以用于图

像分类、目标检测、语音识别等各种任务。通过最小化损失函数，梯

度下降法能够帮助神经网络模型学习到数据的特征和模式，提高模型

在新样本上的泛化能力。 

自适应学习率是一种优化算法，用于根据梯度的动态信息来自动

调整参数更新的步长。相比于固定的学习率，自适应学习率能够更好

地适应不同参数和梯度的变化情况，提高模型的收敛性能。自适应学

习率的特点是能够根据梯度的动态信息来动态调整学习率，适应不同

参数和梯度的变化情况。它能够自动调节学习率的大小，避免了手动

设置学习率的困扰。自适应学习率算法能够在训练的早期使用较大的

学习率，快速接近最优解，然后逐渐减小学习率，使模型更加稳定和

精确。自适应学习率的原理是根据参数和梯度的统计信息来动态地调

整学习率的大小。常见的自适应学习率算法包括 Adagrad、Rmsprop、

Adam 等[22]  。这些算法通过累积梯度平方的信息或动量信息，来估

计参数的二阶动态特性，并根据估计结果来更新学习率。自适应学习

率被广泛应用于神经网络的训练中。它可以加速模型的收敛速度，并

提高模型在复杂数据集和非凸优化问题上的性能。自适应学习率常用

于图像分类、目标检测、语音识别等任务，以优化模型的参数更新过

程。 

归一化方法是一类用于优化神经网络训练的技术，旨在解决梯度
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消失、梯度爆炸和模型收敛困难等问题。归一化方法通过调整输入和

中间层的数据分布，使其具有较小的方差和均值，从而提高模型的训

练稳定性和泛化能力。归一化方法的特点是能够提高模型的训练稳定

性和泛化能力。通过调整数据的分布，归一化方法可以缓解梯度消失

和梯度爆炸问题，提高模型对输入数据的鲁棒性。此外，归一化方法

还可以减少对学习率的敏感性，使得模型更容易训练。归一化方法的

原理是通过对输入数据进行变换，将其调整为较小的方差和均值。常

见的归一化方法包括批量归一化（Batch Normalization）和层归一化

（Layer Normalization）。批量归一化是在每个批次的数据上进行归一

化，使得每个特征维度的数据具有相似的分布。层归一化是在每个样

本的不同层进行归一化，使得每个样本在不同层的数据具有相似的分

布。归一化方法被广泛应用于神经网络的训练中。它可以加速模型的

收敛速度，减少训练过程中的梯度消失和梯度爆炸问题。归一化方法

常用于图像分类、目标检测、语音识别等任务，以提高模型的训练稳

定性和泛化能力。 

 

6.2 面向序列数据的神经网络 

在现实世界中，许多的数据之间存在明显的顺序关系。例如，文

字或词是按照某种特定的顺序排列的，如果这种顺序关系被打乱，那

么文章的意思往往会发生改变；对于一个视频片段，分别对其中的帧

进行正放和倒放也往往会产生两种截然不同的内容。这类数据常常被

称为序列数据。由于序列数据中的数据样本存在着顺序关系，它们往

往并不遵循在传统的全连接网络或卷积神经网络中默认成立的数据

样本之间独立且同分布的假设，这使得上述两种模型在面对序列数据

时往往表现不佳；此外，传统的全连接网络或者卷积神经网络一般仅

能处理输入为固定长度的数据，而序列数据的样本往往存在着变长问

题，即不同的数据样本可能长度不一致，这进一步局限了传统神经网
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络模型在序列数据上的应用。为了解决这些问题，循环神经网络 [25]  

（Recurrent Neural Networks，RNN）被提出。 

6.2.1 循环神经网络 RNN 

RNN 是一种专门用于处理序列数据的神经网络模型。与传统的

前馈神经网络不同，RNN 具有记忆功能：模型能够在接收新数据的

同时，同时保有对以往所有已经输入到模型中的数据的总结，即能够

将先前的信息传递给后续的输入，以保留序列数据中的顺序关系，同

时模型能够处理变长的序列输入。如图 6-2，RNN 的基本结构包括一

个循环单元（Recurrent Unit）和一个隐藏状态（Hidden State）：循环

单元是 RNN 的基本构建块，它接收当前时间步的输入 x 和前一时间

步的隐藏状态，并根据这两个输入计算当前时间步的输出 o 和隐藏状

态。隐藏状态则可以看作是网络的内部记忆，它可以存储或总结之前

所有时间步的信息，并在处理后续时间步时传递给下一层。 

 

 

图 6-2 循环神经网络的基本结构，黑色的方块表示单个时间步的延迟 

 

RNN 可以被看作是在时间维度上展开的多个相同的神经网络单

元的集合，每个单元对应一个时间步，如图 6-3。当给定一个序列作

为输入时，RNN 会按照时间步的顺序逐个处理每个输入，通过当前

时间步的输入和前一时间步的隐藏状态计算当前时间步的输出和隐

藏状态，并将隐藏状态传递给下一时间步。这种逐个处理的方式使得

RNN 在处理序列时能够“记住”上下文信息，从而对序列数据中的顺

序信息进行正确的建模。 
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图 6-3 循环神经网络按照时间维度展开后的结构 

 

6.2.1.1 LSTM 

RNN 模型已被证实在面对序列输入时有着优异的表现。然而，

传统的 RNN 也存在着短期记忆和梯度消失或爆炸等问题。即当序列

数据较长时，网络无法有效地学习到长期的依赖关系。为了解决这个

问题，长短期记忆（Long Short-Term Memory，LSTM）模型[27]  被提

出。 

LSTM 是一种特殊的 RNN 变体，其设计灵感源于计算机的逻辑

门，即通过引入门控机制来控制序列数据中信息的流动和遗忘。

LSTM 具有三个关键的、带有可训练参数的门控单元：输入门、遗忘

门和输出门，并通过它们决定网络中的信息流动。具体地，在 LSTM

中，输入门负责决定哪些信息被更新；输出门决定哪些信息被输出；

遗忘门决定哪些信息被忽略。三种门控单元都是（0，1）区间上取值

的实数。与 RNN 相比，LSTM 额外引入了记忆单元（Memory Cell）

以在不同的时间步存储和传递信息，即 LSTM 的隐藏状态可以看作

由与 RNN 类似的隐藏状态 H 和新引入的记忆单元 C 组成。 

在每个时间步，模型先根据当前的输入数据和上一个时间步的隐

藏状态来计算当前时间步下三个门控单元的值以及当前的记忆单元

的候选值。然后，模型将当前的记忆单元的候选值送入输入门，将上

一个时间步的记忆单元的值送入遗忘门，两者得到的结果求和作为当
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前时间步最终的记忆单元的值。最后，模型将最终的记忆单元的值经

过一个 Tanh 函数后送入输出门，得到的结果作为当前时间步的隐藏

状态。 

 

 

图 6-4 LSTM 结构图示 

 

6.2.1.2 GRU 

类似地，为了解决 RNN 中序列长期依赖问题，且同样采用了门

控机制但相较于 LSTM 模型结构更简化的门控循环单元（GRU，Gated 

Recurrent Unit）模型被提出[28]  。与 LSTM 相比，GRU 只有重置门和

更新门两个门且仅使用隐藏状态来存储和传递序列数据中的信息。其

中重置门决定模型应该遗忘哪些过去的信息，更新门则决定了模型应

该记住多少新信息，它们同样都是区间（0，1）上取值的实数。这样，

在每个时间步更新隐藏状态时，GRU 便能通过控制这两个门的开关

状态，自适应地选择保留需要的信息和遗忘不重要的信息，从而更好

地处理长序列数据的依赖关系。具体地，在每个时间步，模型先根据

当前的输入数据和上一个时间步的隐藏状态来计算当前时间步下重

置门和更新门的值。然后，模型将上一个时间步的隐藏状态送入重置

门，并结合当前的输入数据计算当前时间步的隐藏状态的候选值。最

后，模型将上一个时间步的隐藏状态送入更新门，将当前时间步的隐

藏状态的候选值与更新门中的值求反再加 1 后的值做按元素乘法，两
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者得到的结果求和作为当前时间步的隐藏状态最终的值。 

由于其处理序列数据时的出色表现，RNN 及其变体如 LSTM、

GRU 等模型被广泛应用到了自然语言处理（NLP，Natural Language 

Processing）领域中的各类任务。以英译中的机器翻译任务简单举例，

模型每个时间步的输入为英文单词的特征表示，输出则为该英文单词

对应的中文的特征表示。最后，由于“记忆”的存在，RNN 能够将输

出的中文排列为通顺的语句。此外，循环神经网络也可用于股票价格

预测、语音识别、文本生成等各类任务[41]  ，并在许多实战场景取得

了令人瞩目的成果。 

但同时，RNN 也面对着诸多挑战与不足。例如梯度消失或爆炸

问题：训练模型时，当输入的序列过长时，梯度可能会变得非常小或

非常大，导致网络难以收敛或不稳定以及计算效率低下。这一问题还

会更进一步导致 RNN 的短期记忆与难以处理长序列的问题，即模型

趋向于“忘记”很早期的输入而仅能“记住”近期的输入，进而在处

理较长的序列数据时遇到瓶颈。虽然 LSTM 和 GRU 等模型的提出一

定程度上缓解了这个问题，但在序列更长、更复杂的场景中，这些问

题仍然存在。另外，过于复杂的机制使得 LSTM 和 GRU 等很容易出

现过拟合、调参困难、训练时间过长等问题，这些问题也有待进一步

的解决。 

6.2.2 转换器 Transformer 

Transformer[29]  是一种革命性的神经网络架构，广泛应用于自然

语言处理和机器翻译等任务。相比传统的循环神经网络，Transformer

克服了处理长距离依赖性的限制，并在自然语言处理领域引领了新的

发展方向。Transformer 通过注意力机制和多头自注意力机制实现全

局性的位置关注，从而将输入序列的所有位置作为整体进行建模。通

过自注意力机制，Transformer 能够编码输入序列并捕捉全局信息和

上下文关系。残差连接和层归一化有助于信息的流动和梯度传播，提
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高了模型的性能和训练效率。Transformer 在机器翻译、文本摘要、问

答系统和语言生成等领域具有广泛的应用。它在机器翻译任务中表现

出色，并在多个自然语言处理竞赛中获得最佳结果。Transformer 的成

功激发了对神经网络结构的探索和改进，其思想和技术也被广泛应用

于计算机视觉和语音识别等领域[40]  。通过引入 Transformer，自然语

言处理领域的研究和应用迈上了一个新的台阶。Transformer 的出现

改变了传统的序列建模方式，提供了一种更灵活、高效且可扩展的神

经网络架构。 

6.2.2.1 BERT 

BERT[30]  （ Bidirectional Encoder Representations From 

Transformers）是一种基于 Transformer 的预训练语言模型，由 Google

于 2018 年提出。BERT 通过双向上下文建模提升了模型的语言理解

能力，在自然语言处理领域引起了广泛关注。BERT 采用预训练和微

调的方式，使模型具备广泛的语言理解和迁移能力。在预训练阶段，

BERT 使用大规模的无标签文本数据进行无监督学习，通过掩码语言

建模和下一句预测任务进行训练。掩码语言建模使模型能够双向建模

上下文信息，从而更好地理解词汇之间的关联。微调阶段使用有标签

的任务特定数据对模型进行微调，以适应特定任务的要求。BERT 在

文本分类、命名实体识别、情感分析和问答系统等任务中表现出色。

在文本分类任务中，BERT 能够准确分类输入文本，优于传统方法。

BERT 在医学领域的疾病分类、药物剂量预测和医学文本摘要等任务

中也有广泛应用。BERT 的挑战之一是模型规模和训练成本的增加，

以及处理长文本的效率问题。未来，BERT 的发展方向包括改进模型

的效率和泛化能力，以及在对话建模、跨语种理解和迁移学习等方面

的拓展应用。 

6.2.2.2 GPT 

GPT[31]  （Generative Pre-Trained Transformer）是由 OpenAI 于
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2018 年提出的一种基于 Transformer 的预训练语言模型。GPT 的设计

目标是生成自然流畅的文本，具有强大的语言生成能力，广泛应用于

文本生成、对话系统、文本摘要等自然语言处理任务。GPT 采用了

Transformer 的解码器结构，并通过预训练和微调的方式进行模型训

练。在预训练阶段，GPT 使用大规模的无标签文本数据进行无监督学

习，通过自回归语言建模（Autoregressive Language Modeling）任务进

行训练[38]  。在自回归语言建模任务中，GPT 通过将输入文本的一部

分遮盖，然后预测被遮盖的部分。通过上下文的依赖关系，GPT 能够

生成与输入上下文相关的连贯文本。GPT 使用了基于注意力机制的

Transformer 模型，使得模型能够有效地捕捉长距离依赖关系，提高语

言生成的质量。在微调阶段，GPT 使用有标签的任务特定数据对模型

进行微调，以适应特定的任务需求。通过在微调阶段对任务特定数据

进行有监督学习，GPT 可以生成符合特定任务要求的文本，如对话回

复、文章摘要等。 

GPT 在自然语言处理领域具有广泛而独特的应用。它在文本生

成、机器翻译、对话系统、文本摘要等任务中展现出卓越的性能。在

文本生成任务中，GPT 可以生成高质量、连贯的文章、故事和诗歌等

文本内容。在机器翻译任务中，GPT 能够将源语言文本转化为目标语

言的翻译结果，取得较高的翻译质量。在对话系统中，GPT 可以生成

具有上下文连贯性和合理性的自然语言回复，提供更自然的对话体验。

在文本摘要任务中，GPT 能够自动提取输入文本的关键信息，生成准

确、具有概括性的摘要内容。GPT 在创作领域也有独特的应用。它可

以用于自动写作、创意生成、故事情节推进等任务。通过对大量文本

的学习，GPT 可以生成富有创造力的文本内容，为作家、创作者和编

剧提供灵感和创作支持。 

GPT 面临的挑战之一是生成偏差和失控问题。模型容易受训练数

据的偏差和噪声影响，导致生成的文本出现不合理或不准确的情况。
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在生成长篇文本时，也可能出现生成结果与输入上下文脱节的失控现

象。未来，GPT 的发展方向主要集中在提升生成质量和可控性。研究

人员正在改进模型结构和训练算法，以提高生成结果的准确性、连贯

性和语义一致性。同时，研究人员也在探索新的方法和策略，使用户

能够更精确地控制生成的输出。GPT 的应用领域正在不断拓展，包括

音乐生成、图像生成和视频生成等领域的应用。结合其他模型和技术，

如图神经网络和强化学习，也有助于进一步提升 GPT 的生成能力和

应用效果。 

6.2.2.3 BART 

BART[37]  （Bidirectional And Auto-Regressive Transformers）是由

Facebook AI 于 2019 年提出的一种基于 Transformer 的预训练语言模

型。BART 的设计目标是同时兼具双向和自回归的特性，具有强大的

生成和重建能力，被广泛应用于文本生成、文本摘要、机器翻译等任

务。 

BART 采用了编码器-解码器结构，其中编码器用于学习输入文

本的表示，而解码器则用于生成目标文本。与传统的自回归语言模型

不同，BART 不仅使用了自回归生成方式，还引入了一种重建方式。

在预训练阶段，BART 使用大规模的无标签文本数据进行无监督学习，

通过自回归生成和重建任务进行训练。在自回归生成任务中，BART

通过将输入文本的一部分遮盖，然后预测被遮盖的部分。在重建任务

中，BART 通过将输入文本的一部分打乱顺序，然后预测其正确的顺

序。通过自回归生成和重建任务的结合，BART 能够学习到丰富的句

子级别和语义级别的表示，从而提高生成和重建的质量。 

BART 在自然语言处理领域具有广泛而独特的应用。它在文本生

成、文本摘要、机器翻译、对话系统等任务中展现出卓越的性能。在

文本生成任务中，BART 可以生成准确、连贯的文章、故事和诗歌等

文本内容。在文本摘要任务中，BART 能够自动提取输入文本的关键
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信息，生成准确、具有概括性的摘要内容。在机器翻译任务中，BART

可以将源语言文本转化为目标语言的翻译结果，取得较高的翻译质量。

在对话系统中，BART 可以生成具有上下文连贯性和合理性的自然语

言回复，提供更自然的对话体验。除了传统任务，BART 还在一些特

殊领域展现了独特的应用。在医学领域，BART 被应用于疾病分类、

药物剂量预测和医学文本生成等任务。在金融领域，BART 可用于情

绪分析、事件预测和金融舆情分析。 

BART 面临的挑战之一是模型的复杂性和训练成本。由于 BART

采用了较大的 Transformer 模型和大规模的预训练数据，需要充足的

计算资源和长时间的训练，对于资源受限的环境来说是一个挑战。未

来，BART 的发展方向主要集中在改进生成质量、扩展应用领域和提

高模型效率。研究人员正在改进模型结构和训练算法，以提高生成结

果的准确性、连贯性和语义一致性。同时，BART 的应用领域正在不

断扩展，包括多模态生成、音乐生成和图像描述等领域的应用。提高

模型的效率也是一个重要的研究方向，研究人员正在寻找更轻量级的

BART 变种，以降低模型的复杂度和资源要求，提高模型的训练和推

理效率。 

6.2.2.4 T5 

T5[33]  （Text-To-Text Transfer Transformer）是由 Google Research

于 2019 年提出的一种基于 Transformer 的预训练语言模型。T5 的设

计目标是将所有的自然语言处理任务统一为文本到文本的转换任务，

通过端到端的方式进行模型训练和应用，实现多任务学习和迁移学习

的效果。 

T5 采用了编码器-解码器结构，并使用了自回归和自编码两种方

式进行预训练。在自回归预训练中，T5 将输入文本转化为输出文本

的过程视为生成任务，通过自回归生成方式进行训练。在自编码预训

练中，T5 将输入文本转化为相同的文本的过程视为重建任务，通过
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自编码方式进行训练。通过同时进行自回归和自编码的训练，T5 能

够学习到丰富的文本表示，具备很强的文本理解和生成能力。此外，

T5 还引入了任务描述文本，用于指导模型在不同任务上的学习和迁

移。 

T5 在自然语言处理领域广泛应用，如文本分类、机器翻译、文本

生成和问答系统。它在科学文献的自动化摘要和知识图谱构建中有应

用，可用于医学领域的疾病诊断和药物剂量预测，还能支持自动化写

作、智能推荐和广告生成。T5 面临的挑战之一是模型的规模和训练

成本。由于 T5 采用了大型的 Transformer 模型和大规模的预训练数

据，对计算资源和训练时间要求较高，限制了模型的应用和推广。另

一个挑战是模型的迁移学习和泛化能力。尽管 T5 在多任务学习方面

取得了显著的进展，但在处理一些特定领域的任务时，可能需要更多

的领域特定数据和任务指导，以提高模型的性能和泛化能力。未来，

T5 的发展方向主要集中在模型的规模压缩和训练效率、任务适应性

的提高以及模型的可解释性和可控性。针对模型的规模压缩和训练效

率问题，研究人员正在探索如何设计更轻量级的 T5 模型结构和优化

算法，以降低模型的计算复杂度和内存消耗，提高模型的效率和推理

速度。针对任务适应性问题，研究人员正在研究如何设计更有效的迁

移学习方法，以提高 T5 模型在特定任务和领域上的性能和泛化能力。

通过引入更多的任务描述和领域特定数据，可以进一步提升 T5 模型

的任务适应性。此外，对于 T5 模型的可解释性和可控性也是未来的

研究重点。研究人员正在探索如何设计可解释的生成模型，使用户能

够理解和控制生成结果的特性，以增强模型的可用性和可控性。 

6.2.3 时序卷积神经网络 TCN 

时序数据广泛存在于各个领域，例如音频信号、股价序列、传感

器数据等都带有时间顺序关系。传统的循环神经网络对处理时序数据

效果较好，但也存在梯度消失和并行计算能力弱等问题。为应对这一
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挑战，时序卷积网络（Temporal Convolutional Network，TCN）[34]  被

提出。TCN 是一种基于卷积神经网络（CNN）的模型，专门用于处理

具有时间相关性和序列依赖性的时序数据。TCN 利用卷积操作在时

间维度上捕捉时序数据的局部和全局依赖关系，通过堆叠多个卷积层

来提取时序数据的特征。相比传统的递归神经网络（RNN），TCN 具

有并行计算的优势，能够高效处理长序列数据。 

相比 RNN，TCN 具有平行计算和对长时依赖建模的优势。其基

本结构类似卷积神经网络，通过一维卷积核在时间维度上提取时序数

据的局部特征。卷积操作为 TCN带来了平行计算的能力，使其比 RNN

具有更高的计算效率。另外，TCN 通过堆叠多个带残差连接和跳过连

接的卷积块来增强对远距离时序依赖的建模能力。残差连接能够解决

梯度消失问题，跳过连接则使得每个卷积块都能看到更长的时间窗口，

以学习长时数据间的联系。具体来说，每个 TCN 块由以下几个核心

组件组成： 

（1）一维卷积层：使用一维卷积核对时间序列进行卷积操作，

提取时域上的局部模式； 

（2）激活函数：如 Relu 等，引入非线性； 

（3）残差连接：将输入和卷积层输出相加，缓解梯度消失问题； 

（4）层归一化：调整数据分布，提高模型稳定性； 

（5）跳过连接:直接连接输入和输出，使更早时间步的信息传递

到深层，增强长时依赖建模能力。通过堆叠多个卷积块，TCN 可以扩

大其感知范围，学习时序数据中跨不同时间尺度的模式。 

TCN 在时序数据分析和建模方面具有广泛的应用。具体应用包

括： 

（1）语音识别：TCN 通过对声学特征进行卷积处理，实现高效

准确的语音识别。相较于传统的 RNN 模型，TCN 通过并行计算和局

部关注机制更好地捕捉语音数据中的时间相关性和序列依赖性； 
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（2）时间序列预测：TCN 可应用于时间序列预测任务，如股票

价格预测和气象数据预测。通过对历史时间序列数据进行卷积操作，

TCN 能够提取时序数据中的重要特征，并利用这些特征进行未来的

预测。 

TCN 面临的挑战之一是长期依赖性建模。由于卷积操作的局部

性质，TCN 可能难以捕捉长期依赖关系，特别是当时间跨度较大时。

针对此问题，研究人员提出了一些改进的 TCN 变体，如引入注意力

机制或门控机制，以增强模型对重要时刻和长期依赖关系的关注。另

一个挑战是模型的泛化能力。TCN 在处理时序数据时对数据的平稳

性和周期性有一定的假设，但实际的时序数据往往具有噪声、缺失值

和非线性特征等问题。如何提高 TCN 模型对复杂时序数据的建模能

力，是一个需要解决的问题。 

未来，TCN 的发展方向主要集中在模型的改进和应用拓展上。在

模型改进方面，研究人员正在探索如何增强 TCN 对长期依赖关系的

建模能力，如引入注意力机制或门控机制。同时，还在探索改进 TCN

对非平稳和非线性时序数据建模能力的方法，例如引入非线性激活函

数、正则化技术和数据增强策略[39]  。在应用拓展方面，TCN 可以与

其他模型结合形成混合模型或多模型集成，以进一步提升时序数据建

模和预测的性能。此外，TCN 在金融领域的风险分析、交通领域的交

通流量预测、医疗领域的疾病诊断等多个领域中仍有很大的发展空间。

综上所述，TCN 作为处理时序数据的有效模型，具有广泛的应用前

景。通过不断改进和拓展，TCN 有望在时序数据分析和建模中发挥更

重要的作用。 

 

6.3 图神经网络 

图神经网络旨在在图数据结构上利用深度学习技术对节点间的

信息传递、转换和聚合过程进行建模，实现对图结构的语义表示与推
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理计算，在药物发现与合成、芯片设计、舆情分析、推荐系统、交通

预测等领域获得了广泛关注与应用。 

6.3.1 图表示学习 

图表示学习的研究对象是图数据。图数据中蕴涵着丰富的结构信

息，这本质上对应着图数据因内在关联而产生的一种非线性结构。这

种非线性结构在补充刻画数据的同时，也给数据的学习带来了极大的

挑战。因此在这样的背景下，图表示学习就显得格外重要，因为它一

方面将图数据表示成线性空间中的向量。从工程上而言，这种向量化

的表示为擅长处理线性结构数据的计算机体系提供了极大的便利。另

一方面可以为之后的学习任务奠定基础。图数据的学习任务种类繁多，

有节点层面的，边层面的，还有全图层面的，一个好的图表示学习方

法可以统一高效地辅助这些任务的相关设计与学习。图表示学习从方

法上来说，可以分为基于分解的方法、基于随机游走的方法、基于深

度学习的方法等，而基于深度学习的方法的典型代表就是 GNN 相关

的方法。 

在早期，图节点的嵌入学习一般是基于分解的方法，这些方法通

过对描述图数据结构信息的矩阵进行矩阵分解，将节点转化到低维向

量空间中去，同时保留结构上的相似性。这种描述结构信息的矩阵比

如有邻接矩阵，拉普拉斯矩阵，节点相似度矩阵。一般来说，这类方

法均有解析解，但是由于结果依赖于相关矩阵的分解计算，因此，这

类方法具有很高的时间复杂度和空间复杂度。 

近些年，词向量方法在语言表示上取得了很大的成功，受该方法

的启发，一些方法开始将在图中随机游走产生的序列看作句子，节点

看作词，以此类比词向量从而学习出节点的表示。典型的方法比如

Deepwalk[50]  和 Node2Vec[51]  等。Deepwalk 的方法采用了随机游走

的思想进行结点采样。首先根据用户的行为构建出一个图网络，随后

通过随机游走随机采样的方式构建出结点序列，随后将得到的路径序
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列作为输入，使用词嵌入领域常用的 Skip-Gram 模型得到每个结点的

向量表示。基于随机游走的方法相比上一类方法，最大的优点是通过

将图转化为序列的方式从而实现了大规模图的表示学习。但是这也导

致了两个缺点：一是将图转化成序列集合，图本身的结构信息没有被

充分利用；二是该学习框架很难自然地融合进图中的属性信息进行表

示学习。 

关于 GNN 方法非常自然地融合进了图的属性信息进行学习，而

之前的方法大多把图里面的结构信息与属性信息进行单独处理。

GNN 本身作为一个可导的模块，能够嵌入到任意一个支持端对端学

习的系统中去，这种特性使得其能够与各个层面的有监督学习任务进

行有机结合（或者以微调学习的形式进行结合），学习出更加适应该

任务的数据表示。GNN 的很多模型如 GraphSAGE、MPNN 等都是支

持归纳学习的，多数情况下对于新数据的表示学习可以直接进行预测，

而不用像之前的多数方法需要重新训练一次。 

图表示学习可用来做链接预测，在不同领域中都有广泛的应用。

在社交网络中，图表示学习可以用于预测两个用户之间是否存在社交

关系。这对于社交推荐、社交影响力分析、社区发现等任务非常重要。

在推荐系统中，图表示学习可以用于预测用户与物品之间的连接，例

如预测用户是否喜欢某个商品或电影。通过建模用户和物品之间的关

系，可以提高推荐精度。在生物信息学研究中常常需要预测蛋白质-蛋

白质相互作用、药物-蛋白质关联等。图表示学习可以用于学习蛋白质

和药物分子的特征表示，以预测它们之间的关联性。在金融领域，图

表示学习可以用于预测用户之间的金融交易关系，检测欺诈行为，发

现风险传播路径等。这对于风险控制和反洗钱等具有重要意义。 

图表示学习是一个活跃的研究领域，未来的发展方向有以下几个：

第一，处理大规模图数据的方法研究，设计高效的算法和技术，以便

能够更好地处理大型复杂网络，加速计算过程并保持表示的质量。第
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二，开发可解释性强的图表示学习方法，使得学到的表示能够被解释

为具有实际含义的特征，提高模型的可解释性和可靠性。最后，推动

图表示学习与其他领域的交叉应用，如与自然语言处理、计算机视觉、

生物医药等领域相结合，拓展图表示学习在更多领域中的应用。 

综上所述，图表示学习作为一种重要的机器学习技术，可以有效

地处理图结构数据，具有广泛的应用前景。随着研究的深入和技术的

发展，图表示学习将在各个领域中起到更加重要的作用。 

6.3.2 图神经网络的基础原理 

图神经网络自提出以来，迅速得到了学术和工业界的青睐，成为

AI 研究热点。现实世界中的许多关系都可以描述为图，而在面向图

的任务中，图神经网络这一工具的表现明显优于其他已有的神经网络，

因此越来越多的人正在将或是已经将强大的图神经网络应用到了各

个行业、各个领域。此处从以下三个视角对图神经网络展开讨论。 

6.3.2.1 谱域视角 

基于谱域的图神经网络方法有着坚实的数学理论支撑——图信

号处理，其主要思想为将图信号通过图傅里叶变换（Graph Fourier 

Transform）转换到频域，与滤波器做卷积操作，卷积后的结果再通过

逆图傅里叶变换 （Inverse Graph Fourier Transform） 变换回原来的空

间。 

具体来说，对于一个无向图，首先通过其拓扑结构得到它的拉普

拉斯矩阵（Laplacian Matrix）。由于拉普拉斯矩阵本身的特性，它即包

含了图的结构信息，又能表示节点之间的关系，因而往往被用于图信

号处理领域。对拉普拉斯矩阵进行谱分解后，能够得到一组正交的图

傅里叶基。之后，对于图信号，将其投影到图傅里叶基上（即图傅里

叶变换）以转换为频谱域的中间值，便能够在频谱域对其进行高效的

分析、特征提取和处理，并将这些操作统称为滤波（Filter）。在对中

间值进行滤波操作之后，再通过基变换，将其转换回初始的空间（即
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逆图傅里叶变换）。将这样的整体操作称为基于频域的图卷积

（Spectral-Based Graph Convolution），其中的滤波器则为网络可训练

的部分。此外，还可以堆叠多个这样的操作，每一次图卷积操作可以

被形象地称作一层图卷积，然后让图信号（即节点的表征）依次按照

顺序经过这些图卷积层。在这样迭代的过程中，节点的表征将逐渐包

含更多的上下文信息。 

6.3.2.2 空域视角 

基于空域图神经网络方法的思想则主要借鉴了经典的卷积神经

网络 CNN。具体来说，在基于空域的图卷积网络中，图中的每个节点

都会将表征自身的特征向量向它周围的邻居节点发送，同时接收它的

邻居节点传来的特征向量。与基于频域的图卷积层类似，这样的一系

列操作被称为基于空域的图卷积层，并且也可以进行多层的堆叠以捕

捉更远节点的信息。此外，基于空域的图神经网络相较于基于频域的

图神经网络具有一大明显优势：当图或网络中有新加入的节点时，基

于频域的图神经网络往往需要重新进行训练，而基于空域的图神经网

络往往不需要。 

6.3.2.3 消息传递统一框架  

从更深的层次来讲，基于谱域和基于空域的图神经网络并不完全

是两类不相交的方法，两者可以被统一整合到消息传递统一框架的视

角之下。该框架的中心思想为消息传递机制，即每个节点表征聚合来

自邻居节点的消息，然后将聚合的消息与其自身表征相结合，对自身

表征进行更新。 

值得注意的是，消息传递机制的思想与基于空域的图神经网络的

思想十分类似，但实际上两者对于网络中“消息”的定义略有差别。

为了将基于谱域和基于空域的图神经网络整合到统一的框架之下，主

要从以下三个角度剖析： 

（1）消息的定义：在基于空域的图神经网络中，之前默认节点
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之间传递的消息是表征节点的特征向量。但实际上，在基于频域的图

神经网络中，经过图傅里叶变换而转换到频域的图信号，也可以被视

作消息，并通过频域上的卷积操作进行消息传递。也即消息传递统一

框架下的消息是一个更为宽泛的概念，它既包括空域中的消息，也包

括频域中的消息。 

（2）聚合操作：当完成对于消息的统一定义后，不论是基于空

域或是基于频域的图神经网络，都可以对目标节点接收到的来自所有

邻居的消息进行聚合这一操作，以获取目标节点周围的全局空域或频

域信息。一些可用的聚合操作包括但不限于最大池化、平均池化、随

机池化等。 

（3）节点更新操作：已知在空域或者频域下目标节点的表征以

及其邻居节点的聚合得到的消息，更新操作旨在根据这两个输入来输

出对应的空域或频域下目标节点的新表征。注意对于基于频域的图神

经网络，该新表征一般需要通过逆图傅里叶变换回到初始空间。 

通过对基于空域和频域的图神经网络三个角度——消息的定义、

聚合操作和节点更新操作的剖析，两者可以被整合到消息传递统一框

架之下。这样的整合可以使在处理图结构数据时更加灵活，并且能够

适应不同的任务和数据特征。 

6.3.3 图神经网络前沿 

近几年来，图数据分析和图神经网络迅速发展，由此产生了诸多

新的问题。本节主要包括复杂图的图神经网络、图神经网络认知与推

理、图自监督学习和图深度生成这四个部分。 

6.3.3.1 面向复杂图的图神经网络 

复杂图神经网络是一种针对复杂结构图数据设计的深度学习模

型，它能够提取更丰富的特征表示进行节点分类、链接预测、图分类、

图生成等任务。该网络通常由多个图卷积层或图注意力层的组合来增

强节点和图的表达能力，因此能够处理包括动态图和特殊结构（如异
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配图、有向图、超图和富文本图）在内的复杂情况。复杂图神经网络

为研究者理解和挖掘复杂图数据中的关系和模式提供了强大的工具

和方法。 

1.异配图 

在图神经网络的研究发展的初期，研究重心主要在处理同配图数

据。同配图是指节点属性和图拓扑的耦合关系满足同配假设的一类图

数据。同配假设表示相邻节点倾向于有相同的类别，因此能涵盖大多

数的引文网络和社交网络等网络数据。图同质性的度量方法是综合所

有节点的同配率，其中节点的同配率是通过计算其邻居节点中同类节

点的比例得到。图的同配率越高，图中节点的同类邻居比例越大，通

常该类型的图被称为同配图。 

异配图是指同配率较低的图数据，图中节点与其相邻节点属于不

同类别的比例较高。真实场景中存在大量的此类异配网络，如婚恋网

络与单词网络等网络数据。传统的基于同配假设的图神经网络模型

（如图卷积网络 GCN[52]  和图注意力网络 GAT[53]  ）无法直接为此类

图数据提供解决方案，因此需要设计新的模型来满足这一需求。处理

此类数据需要模型包含能够区分节点间关系的附加参数化网络模块，

突破经典模型中对图数据的同配归纳偏置。 

针对图神经网络在异配图上的改进主要聚焦于以下三个方向： 

（1）多样化的传播机制：在保持现有拓扑邻居的基础上探索更

加适应性强的传播机制。一种方案是在图注意力网络中引入实值传播

权重，以实现特征传播在平滑和锐化之间的平衡[54]  ；另一种方案是

通过构建特征通道的传播权重，以实现特征级别的细粒度特征传播

[55]  ；另一种方案是利用伪标签推断随机块来评估节点对的异配程度，

以实现监督性更强的特征传播[56]  。 

（2）非局部邻居的提取：挖掘非局部邻域的特征信息以补充局

部信息量的欠缺。一种方案是组合高阶特征来引入高阶邻居信息[57]  ，
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改进图神经网络在异配图处理中的特征传播效果；另一种方案是分别

在特征空间和双曲空间构建网络并执行特征传播[59]  。 

（3）多样化的图数据建模：设计非图卷积的方案来挖掘图信息。

主要的方案是利用机器学习模块（如多层感知机）分别编码属性和拓

扑结构[61]  。 

图异配问题的解决对于各种图学习任务而言具有重要的意义。在

图分类任务中，解决该问题有助于通过局部信息推断出节点的全局类

别，从而增强标签传播能力并提升图结构的判别力，从而显著提高图

分类算法的准确度。在社交网络分析中，解决图异配问题可以改善社

交网络分析的效果，提高社区发现和关系预测的准确性。在信息传播

和推荐系统领域，解决图异配问题可以提升信息传播和推荐系统的准

确性，为用户提供更加个性化和精准的推荐。未来的研究方向是在解

决图异配问题时考虑节点属性信息和网络拓扑结构之间的复杂关联。 

2.富文本图 

富文本图神经网络（Text-Rich Graph Neural Network）是一种结

合了富文本和图神经网络的方法，用于处理带有文本信息的图结构数

据。传统的图神经网络主要关注节点和边之间的拓扑结构和连接关系，

而在现实世界中，图结构中通常伴随着大量的文本信息，这些文本信

息能够提供更丰富的语义和上下文信息。因此，为了处理这种带有文

本信息的图数据，富文本图神经网络应运而生。 

富文本图神经网络的核心思想是融合图结构和文本信息进行联

合学习。在具体实现中，通常包括以下几个步骤[62]  ： 

（1）网络构建：将图结构数据转化为机器学习可处理的形式，

同时保留节点之间的连接关系和文本描述信息。可以使用邻接矩阵或

邻接表来表示图的结构，同时将文本信息表示为词向量或句向量； 

（2）节点特征提取：对于每个节点，将其文本描述信息转化为

向量表示。可以使用预训练的语言模型（如 BERT、GPT 等）来提取
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文本特征，得到节点的语义向量表示； 

（3）表示学习：利用图神经网络对图结构和节点特征进行联合

学习。图神经网络通过迭代地更新节点的表示，将节点的邻居节点信

息和节点特征信息进行聚合，从而得到更丰富的节点表达； 

（4）任务建模：基于学习到的节点表示，可以进行各种任务建

模，如节点分类、链接预测、关系抽取等。可以使用传统的机器学习

方法或深度学习方法进行任务建模和预测。 

富文本图神经网络[64]  在社交媒体分析中可以应用于多个任务

和场景： 

（1）情感分析：社交媒体上的用户评论、推文等富文本数据中

蕴含着丰富的情感信息； 

（2）构建用户之间的关系图：并结合文本内容进行节点表示的

学习，从而识别和分析用户的情感倾向。该方法可以用于判断评论的

积极或消极情感，帮助企业和机构了解用户对产品或服务的反馈，以

做出相应的决策； 

（3）话题检测和趋势预测：社交媒体平台上存在大量关于不同

话题的富文本数据。通过构建话题之间的关系图，利用富文本图神经

网络可以对话题进行检测和分类。进一步，可以使用时间序列数据来

捕捉话题的演化趋势，并进行趋势预测。该方法有助于发现热门话题、

追踪话题的变化并了解用户兴趣的变化，为品牌营销和舆情监测提供

支持； 

（4）社交网络垃圾信息检测，社交媒体平台上存在大量的垃圾

信息，如垃圾评论、虚假新闻等。使用富文本图神经网络可以构建用

户和内容之间的关系图，并通过学习节点表示来识别和过滤垃圾信息。

利用图神经网络可以捕捉垃圾信息传播的模式，提高垃圾信息检测的

准确性和效率。 

3.异质信息图 
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异质信息图是指包含多类型节点和关系的图数据，其含有丰富的

结构和语义信息，有助于探索网络的隐含模式。在面向异质图的各类

数据挖掘问题中，根据领域知识预定义的概念得到了广泛的应用，例

如元路径（Meta-Path），图模式（Schema）和 Motif 等。其中，元路

径由特定的节点类型序列和相应的边类型序列组成。它能够指定节点

连接序列来获取目标语义并且具有实施简单性，因而在该领域研究中

最为常用。利用元路径的异质图神经网络模型常与注意力机制结合起

来，依此来获得更全面和灵活的模型[65]  。通过在元路径上引入注意

力机制，可以根据节点之间的关联和上下文动态地调整权重，实现对

不同节点的精细化建模和信息聚合。 

异质图数据中的属性缺失问题是指数据中存在某些类的节点缺

失全部属性。在经典的异质图神经网络模型中，通常通过计算特定类

别的邻居节点的平均值来为缺失属性节点生成初始表征，这在一定程

度上限制了异质图模型在各类下有任务中的表现。针对这个问题，一

种有效的策略是基于图数据的特性利用图注意力机制的属性补全。它

利用图神经网络对特征的重构能力，通过加权组合局部邻居的特征来

重构缺失属性，进而缓解异质图中初始特征的表达能力不足的问题

[68]  。解决异质图数据的属性缺失问题对于提高数据完整性、优化预

测和分类效果、增强特征表征能力以及推动关系挖掘和网络分析等方

面具有重要意义。 

异质图数据的多类型和多关系性质给数据的表征带来挑战。 

（1）处理大规模异质图数据需要高效的存储和计算技术，并解

决数据稀疏性和维度灾难等问题； 

（2）建模过程需要合理处理不同类型的节点和边，并捕捉到异

质图中的复杂模式和潜在关联。综合利用图算法、深度学习和知识表

示等技术来处理和建模异质图数据，将有助于解决复杂问题并推动各

领域的研究应用。 
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4.时空图 

时空图神经网络（Spatio-Temporal Graph Neural Network）是一种

针对时空数据建模和分析的方法[69]  。时空数据中具有时序关系的节

点和边在现实世界中广泛存在，如社交网络、交通网络、物联网等。

传统的图神经网络主要处理静态图数据，忽略了时序信息和节点之间

的高阶交互关系。高阶交互图神经网络（Higher-Order Interaction Graph 

Neural Network）[70]  是在时空图神经网络的基础上，进一步考虑节点

之间的高阶交互关系而发展起来的。 

高阶交互图神经网络具体实现中，包括以下几个关键步骤： 

（1）建模时间维度：引入时间维度，将时空数据划分为不同的

时间片段。可以使用滑动窗口的方式将连续的时间序列切分成离散的

时间片段； 

（2）定义高阶交互关系：通过考虑节点在不同时间片段上的邻

居节点，定义节点之间的高阶交互关系。可以采用多步邻居聚合的方

式，迭代地更新节点表示，捕捉节点之间的高阶交互信息； 

（3）时空上下文融合：将时间信息和空间信息进行融合，得到

综合的节点表示。可以采用门控机制（如 LSTM、GRU）来融合时空

上下文信息； 

（4）任务建模：基于学习到的节点表示，进行各种任务建模，

如节点分类、动态链接预测、行为预测等。可以使用传统的机器学习

方法或深度学习方法进行任务建模和预测。 

高阶交互图神经网络[71]  在交通预测、动态链接预测等方面都具

有广泛的应用。 

（1）交通预测：交通网络数据可以被表示为一个图结构，其中

节点表示路段或交叉口，边表示它们之间的连接关系。每个节点上可

以包含多个特征，如历史交通流量、道路属性、时间信息等。这些特

征可以用于构建初始节点特征向量。表示向量可以被用于预测未来某



中国人工智能系列白皮书 

 145 

一时刻的交通流量、拥堵程度等； 

（2）动态链接预测：动态链接预测的输入数据是一个含有时间

信息的图结构，其中节点表示对象（如用户、物品等），边表示它们

之间的链接关系。每个节点上可以包含多个特征，如属性、历史行为

等。这些特征可以用于构建初始节点特征向量。通过对节点之间的表

示进行比较和分析，可以预测新的链接的形成或原有链接的解除。 

高阶交互图神经网络仍然是一个活跃的研究领域，存在着一些挑

战和发展方向： 

（1）动态图结构建模：在动态图结构上进行更准确、高效的节

点表示学习，提高对时空数据的建模能力； 

（2）自适应邻居聚合：设计更灵活、自适应的邻居聚合机制，

针对不同节点和时间片段，自动调整邻居节点的权重； 

（3）多任务联合学习：将多个相关任务进行联合学习，共享模

型参数，提高模型的泛化能力和效率； 

（4）可解释性研究：研究如何解释和可视化高阶交互图神经网

络的结果，使得模型的决策过程更加透明和可理解。 

5.超图 

超图作为一类具有复杂结构的图数据，其提出和使用有利于突破

对传统单关系图模型的限制，更好地满足复杂关系模式的需求。超图

神经网络结合了多种成熟的机制来表征此类图数据，其中最基本的操

作就是超边建模策略。它将超边信息与节点信息结合起来，通过学习

超边的表示，并在超边上进行特征的传播和聚合。另外一种策略是结

合注意力机制[70]  。使用注意力机制来对节点和超边进行加权，以便

更好地捕捉重要的节点和超边信息。注意力机制使得模型能够针对不

同的关系和上下文进行自适应学习和处理。第三种常用的策略是结合

自编码器[71]  。超图神经网络利用自编码器的结构来学习节点和超边

的低维表示，以降低维度并提高表示的表达能力。自编码器可以通过
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重构损失或正则化项来保持信息的完整性和一致性。 

超图具有建模复杂关系的优势，因此它被广泛用于社交网络分析、

生物信息学和自然语言处理等领域。在社交网络中，它能够更准确地

表示家人、朋友、兴趣群体等多重关系，进而为研究者提供更坚实的

网络分析基础。在生物信息学研究中，它可以高效的表示复杂的生物

分子间的相互作用关系，从而帮助研究者理解生物系统的结构和功能。

在自然语言处理中，它可以用于构建语义图模型，建模句子或文本中

的单词和实体之间的关系，进而帮助机器理解语义结构并进行语义推

理。 

超图神经网络在应用过程中存在许多的问题和挑战： 

（1）数据的稀疏性。超图节点和超边的稀疏会使学习和推理过

程变得困难，导致模型的性能下降等问题； 

（2）表征的低效性。构建超边的特征向量需要考虑其内部节点

的交互以及与其他超边之间的关系，因此如何高效地表征超边仍然是

一个挑战； 

（3）缺乏可解释性。超图中关系和结构的复杂性更高，因此其

模型的解释性也是主要的挑战之一； 

（4）较差的可拓展性。如何高效地处理规模较大的超图来满足

更为高规模的需求，即超图的可拓展性，仍然是一个重要的挑战。 

6.3.3.2 图神经网络认知与推理 

图神经网络认知与推理旨在图网络上利用深度学习技术对节点

间的信息传递、转换或聚合进行建模，实现图结构的语义表示与推理

计算。认知理论认为人的认知系统包含直觉系统和推理系统，而在图

机器学习领域中，针对于关系推断中的预测任务，有两套不同的学习

框架分别与直觉系统和推理系统相对应。其中，直觉系统（即认知系

统）通过图表示学习技术将深度学习用于图数据结构，逻辑分析系统

（即推理系统）则对应于较为传统的统计关系学习，指的是将概率图
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模型与知识、逻辑相结合的一系列方法。 

1.认知图神经网络 

认识图神经网络即直觉系统，主要负责快速、无意识、非语言的

认知，这是目前深度学习主要做的事情。人工智能已经在直觉系统感

知智能领域达到或超越了人类水准，但在需要外部知识、逻辑推理或

者领域迁移的认知智能领域还处于初级阶段。目前重要的内容是图神

经网络与概率图模型和马尔科夫随机场结合。概率图模型则是一种通

用化的不确定性知识表示和处理方法，主要涵盖了贝叶斯网络、隐马

尔科夫模型、马尔科夫决策过程等。而马尔科夫随机场（Markov 

Random Fields，MRFs）是一种典型的马尔科夫网（Markov Networks）

使用无向边来表达变量间的依赖关系。是具有马尔科夫属性的随机变

量的集合，也是一种无向图形模型，其中节点对应变量，无向边表示

独立性。此外，认知图神经网络中的学习范式——知识图谱嵌入也是

目前主要的研究方向。知识图谱是一个符号模型，想要和现在流行的

神经网络等神经模型结合起来则需要通过图表示学习得到实体和关

系的向量表示，通常称为知识图谱嵌入（Knowledge Graph Embedding，

KGE）。即知识图谱嵌入是将实体和关系投影到一个连续的低维空间

中，使用到的技术主要有两种：融合事实信息的 KGE 和融合附加信

息的 KGE。特别是以 Transe 为代表的融合事实信息知识图谱嵌入，

以及使用大型知识图谱增强其他应用，如推荐系统、情感分析等。 

2.图神经网络推理 

推理系统，是有意识的、带逻辑、规划、推理以及可以语言表达

的系统，是较慢的思考过程。在图机器学习的关系推断领域中，推理

关系与逻辑表示以一阶谓词逻辑为主，用以紧凑表达领域知识和有效

处理逻辑问题。此外，推理问题通常通过将有向图转换为另一种类型

的图形模型来解决：马尔科夫随机场或因子图（Factor Graphs）。后有

演变出几种重要分支：条件随机场和马尔科夫逻辑网等。条件随机场
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（Condition Random Fields，CRFs）是给定一组输入随机变量条件下

另一组输出随机变量的条件概率分布模型（即判别模型），其特点是

假设输出随机变量构成马尔科夫随机场。因此其常用于标注或分析序

列资料，如自然语言文字或是生物序列。马尔科夫逻辑网（Markov 

Logic Networks，MLMs）是将马尔科夫网与一阶逻辑相结合的一种全

新的统计关系学习模型。一阶谓词逻辑本身可以进行推理，但这种推

理过于严谨，而马尔科夫逻辑网将这种硬性约束转化为软性约束，给

出一件事为真的概率而非直接判断它的对错。 

图神经网络认知与推理相结合衍生了诸多应用方向，例如认知图

谱等。认知图谱是基于原始文本数据，针对特定问题情境，使用强大

的机器学习模型动态构建的，节点带有上下文语义信息的知识图谱。

认知图谱的应用框架遵循认知心理学中的“双过程理论”，认知系统

负责经验性的直觉判断，这一黑盒过程提取重要信息，并动态构建认

知图谱; 推理系统则在图上进行关系推理，由于认知图谱保留了实体

节点上语义信息的隐表示，所以在符号逻辑之外，亦对图神经网络等

深度学习模型有增益。从而进一步做知识的表示和知识的推理，建立

可解释、健壮性的人工智能理论和方法。 

6.3.3.3 图自监督学习 

当处理大规模数据时，获取标记（带有标签）的训练数据通常是

一项昂贵且繁琐的任务。无监督学习从未标记的数据中获取潜在的模

式和结构，降低数据获取和处理的成本，为"难以获取标签"问题提供

了解决方案。自监督学习利用未标记的数据自动生成“伪标签”，模

型预测可以通过预测这些“伪标签”进行训练，因此自监督学习可以

被看作是一种特殊的无监督学习。图自监督学习研究主要包括生成式、

预测式、对比式三类。同时，为了从本质上解释自监督学习的学习能

力并且理清各关键模块的作用，经典的自监督模型与图的关系理论也

是研究的热点。 
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1.生成式 

基于生成机制的自监督模型利用输入数据作为监督信号来指导

模型生成输出。在图数据处理中，基于图生成（即图重构）的自监督

模型常通过代理解码器恢复原始特征来获取重构信息。根据图重构的

对象可见其分为属性重构[72]  和结构重构[74]  两类。属性重构是指通

过对已有数据的分析和处理，重建数据的特征属性的过程。此方案有

助于选择区分度较大的特征、特征降噪、提升特征的解释性等优势；

结构重构是具备拓扑结构的图数据特有的方案，它通过重建图的结构

信息来帮助模型发现图中的隐藏模式、抵抗结构扰动等。 

图生成式自监督学习使用“掩码预测”策略，它主要包括图样本

构造、掩码生成、模型预测和反馈信号四个步骤。具体来说，针对一

个图级别的任务，图样本构造是从未标记的图数据集中选择输入图；

掩码生成为输入图屏蔽部分图的信息，即掩码。其中掩码的对象包括

节点、子图或者定义的结构；模型预测利用掩码的输入图来预测被掩

码的信息，以期学习到图的内在规律；反馈信号是计算模型预测与真

实信息之间的差异并更新模型参数的过程，以使模型的具备泛化能力。 

2.预测式 

受监督学习的启发，基于预测机制的图自监督学习的基本思想是

通过提取图数据的固有特性来建立节点伪标签，将无监督学习转换为

依靠图结构数据自身信息的监督学习。根据伪标签的来源是否是显式

的图数据特征，可将基于预测机制的图自监督学习可以分为性质预测

[75]  和自训练[76]  两类。 

性质预测的基本思想是预测统计属性、涉及领域知识的属性和拓

扑属性等非显式的图数据特征[77]  。相较于图生成式的自监督学习，

性质预测主要关注于预测体现图数据内在特征的自然属性，例如边的

类型、基序和子图的拓扑结构等。通过预测复杂网络结构和节点之间

的关系，模型可以发现图结构中隐藏的模式和规律，进而推断出这些
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隐藏信息。这种方法可以帮助研究者深入理解和研究图数据的特点和

动态性质。 

除在整个流程中设置固定变量作为伪标签外，自训练的伪标签通

常是从一小批标记数据中或者从随机初始化的前一阶段的预测中获

得[78]  。它通过预训练原始数据为未标记数据生成标签或者结构，并

将生成的伪信息与原有信息进行合并，最后使用合并数据对模型进行

再训练直至误差收敛。自训练方式使模型可以逐步优化自身，来逐渐

提高在图表示学习任务中的性能。此外自训练更充分地利用了模型生

成的伪标签或结构信息，增强了模型的泛化能力。 

3.对比式 

此类方法通过对齐类别不变分布的和均匀化跨类别分布来生成

样本不变性表征。具体地，它最大化正样本对之间的互信息来获取同

类分布中的不变性特征，和最小化负样本对之间的互信息来防止模型

塌缩。当前主流的对比学习研究主要在节点维度和特征维度上开展，

因此可将基于对比机制的图自监督模型分为节点级别的对比机制和

基于特征级别的对比机制两类。 

节点级别的对比机制旨在从显式设置的正负节点对的对比中获

取节点表征。这种对比机制通常包括以下几个步骤：正负样本构建、

表示学习、相似性度量和对比损失计算。具体来说，正负样本构建模

块大多基于专家经验，例如借助同配性假设从邻居节点中采样节点作

为正样本，从不相邻节点中随机选择部分节点作为负样本[81-83]；表示

学习是指使用图神经网络（如图卷积网络 GCN、图注意力网络 GAT

等）为节点生成低维表征的过程。相似性度量利用指定的相似性度量

函数（如余弦相似度、距离函数等）计算节点表示之间的相似度；对

比损失计算利用上述选定的正负样本和获得的相似度来计算对比损

失（如对比预测损失、对比交叉熵损失等），进而优化模型参数完成

对比学习。 
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节点级别对比学习机制发展的初期，大多数模型遵循为拓扑上下

文节点生成相似的低维节点表征思想。为了解决上述方法的拓扑局限

问题，属性图上常用的方法是利用图增广策略为同一数据生成不同视

角的观察，依此来获取更丰富的底层语义信息。常见的图增广方式包

括属性增广、拓扑增广、局部结构的变化、特征空间变换等。属性增

广常对节点属性添加噪声，拓扑增广常删除或者增加边，局部结构变

化常扰动局部邻域，特征空间变换常变换或重组节点特征。对于不同

的具体任务和数据集，不存在某种增广方式或者组合能够适用于所有

情况。因此，当前在应用图增广时仍需要根据任务和数据集的特点选

择适合的方式，并结合交叉验证等技术进行参数调整和评估，以提高

模型的泛化性能和稳定性。 

上述方法均涉及精心设计的正负样本提取方案，然而其依赖领域

知识的方式存在灵活性不足和对数据变化敏感的问题。特征级别的对

比机制解决了此问题，并且通过调整特征维度来平衡计算复杂度和空

间复杂度。一种有效的方案是采用跨视角的软去相关策略，以最大程

度地增强两个视角上相同特征的互信息，并最小化跨特征之间的互信

息，进而防止模型塌缩现象[84]  -[85]  。另一种方案是结合典型相关分

析（Canonical Correlation Analysis，CCA），通过加强两个图视角中表

示的相关性，并去相关不同视角中的特征表征[84]  。 

在自监督学习的理论研究中表明： 

（1）在特定条件下节点级别和特征级别的对比方法是相互对偶

的。具体来说，性能差异并非直接由于选择维度，而是由编码器、特

征维度和超参数等因素的调整所决定[85]  。 

（2）对比损失和谱图方法之间的联系。利用谱图理论来描述在

集群假设下自监督性能的保证[86]  。 

（3）对比式和非对比式的自监督方法与全局和局部谱嵌入方法

之间的对应关系[89]  。通过深入理解自监督学习的理论基础，可以更
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好地指导和改进相关的自监督学习算法和模型。 

尽管图自监督学习在不同数据类型和任务中取得了巨大成功，但

仍存在一些问题亟待解决。 

（1）缺乏坚实的理论基础。目前的研究多是基于经验而非理论

的，这导致研究者在提升和设计模型方面缺乏必要的理论基础支持。 

（2）未充分利用图数据的独特性。大多数模型设计仍以图像数

据处理为基础，而图数据本身具有独特的属性和特征，在自监督学习

中没有得到充分的利用和开发。 

（3）增广方法存在局限性。虽然增加数据多样性可以提升模型

的泛化能力，但当前的图数据增广方法仅限于对拓扑结构和属性进行

扰动预处理。因此值得深入研究如何自动选择增强方式或联合多任务

生成增强样本。 

（4）多前置任务的探索不足。目前只有少数方法探讨了多个前

置任务的组合，而整合多样的前置任务可以从多个角度提供监督信号，

有助于更好地挖掘图数据的信息。 

6.3.3.4 图深度生成 

图深度生成模型可以追溯到两个关键方面的发展。随着图数据在

各个领域中的广泛应用（如社交网络、化学和生物信息学等），人们

对于生成具有图结构的数据的需求越来越迫切。传统的生成模型（如

生成对抗网络和变分自编码器）主要针对向量或序列数据，无法直接

处理和生成图形数据，因此需要新的模型来满足日益增长的需求。图

表示学习的兴起为图深度生成模型的发展提供了基石。图表示学习旨

在学习节点或图的低维表示，以捕捉节点之间的关系和图的结构特征。

然而，图表示学习通常关注的是节点级别的特征学习，缺乏对整个图

的生成能力。为了解决这一问题，研究人员开始探索如何在生成模型

的框架下对图结构数据进行建模和生成。 

因此，图深度生成模型应运而生，它将深度学习和图表示学习的
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思想相结合，致力于学习和模拟图结构数据的生成过程。图深度生成

模型可以从潜在空间中学习图的分布，并生成新的图样本。这为模拟

和生成复杂的图结构数据提供了一种新的方法，进一步推动了图数据

分析和应用领域的发展。 

1.图变分自编码器 

图变分自编码器的基础架构是由编码器和解码器组成的。编码器

将输入的图结构数据映射至低维潜在空间，并学习一个潜在变量的后

验分布用于表示输入的图结构数据的特征。解码器则将从后验分布中

采样的样本映射至原始的图结构数据空间，使得重构的图结构数据和

输入的图结构数据尽可能相似。图变分自编码器依赖于变分推断，即

假设潜在变量的先验分布和后验分布来解决潜在变量推断的问题，通

常选择高斯分布作为先验分布和后验分布。图变分自编码器通过训练

来最小化重构误差和 KL 散度（Kullback-Leibler Divergence），使得模

型能够学习输入的图结构数据的潜在空间并从该空间中生成高质量

的样本，其中重构误差衡量重构数据和输入数据之间的差异，KL 散

度衡量潜在变量的先验分布和后验分布之间的差异[90]  -[91]  。 

 

 

 图 6-5 图变分自编码器 

2.图生成对抗网络 

图生成对抗网络由两个组件组成：生成器和判别器。生成器用于

接收随机噪音或潜在变量作为输入，并试图生成期望的图结构数据。

判别器接收生成器生成的图结构数据和真实的图结构数据，并尽力区

分它们。图生成对抗网络通过生成器和判别器的对抗训练来优化模型，

即最小化重构损失和最大化对抗损失，其中重构损失衡量生成器生成
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的图结构数据和真实的图结构数据之间的差异，对抗损失衡量判别器

区分生成的图结构数据和真实的图结构数据的能力。这使得生成器能

够生成更逼真的图结构数据来欺骗判别器，而判别器则能够更好地区

分生成的图结构数据和真实的图结构数据。在整个对抗训练过程中，

生成器和判别器通过反复的迭代更新来提高各自的性能[90]  。 

 

 

图 6-6 图生成对抗网络 

 

3.图自回归模型 

图自回归模型通过逐个节点的生成来模拟整个图的生成过程。模

型首先选择一个节点遍历顺序，然后按照该顺序逐步生成节点。每个

节点的生成依赖于已生成的节点，这通过输入原始的图结构数据进行

条件概率分布建模。模型使用循环神经网络或图卷积神经网络等模型

来学习节点生成的条件概率。在生成过程中，按照节点遍历顺序逐个

生成节点，使用已生成的节点作为输入，并根据条件概率分布生成当

前节点的值。在训练过程中，模型通过最大似然估计进行优化，使其

能够更好地拟合训练数据。模型通过学习节点生成的条件概率分布以

及节点之间的依赖关系，能够捕捉到图的结构和特征，这使得模型能

够生成具有类似于训练数据的新的图结构数据[91]  。 
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图 6-7 图自回归模型 

 

4.图归一化流模型 

图归一化流模型的一般模式为应用一系列可逆的映射函数将输

入的图结构数据映射至低维潜在空间的分布中，从该分布中采样的样

本通过映射函数的逆函数重新映射至原始的图结构数据空间，从而生

成新的图结构数据。图归一化流模型通过最小化生成的图结构数据与

真实的图结构数据直接的差异来对模型进行优化，模型以此来学习到

将简单的先验分布转换为与真实图分布相匹配的复杂分布的能力

[92]  。 

 

 

图 6-8 图归一化流模型 

 

5.图扩散模型 

受非平衡热力学理论的启发，图扩散生成模型可以被建模为马尔

可夫链，包括两个主要阶段，即正向扩散和反向扩散。正向扩散通过
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向原始输入图结构数据添加噪声（通常是高斯噪声）来产生扩散样本，

这一过程旨在引入一定的不确定性和随机性。反向扩散通过训练一个

可学习的反向过程，从扩散样本中恢复出原始输入数据，这一过程可

以是可逆的映射，旨在还原噪声扰动并尽可能接近原始输入。通过最

小化生成数据与原始数据之间的差异对模型进行训练和优化，不断迭

代正向扩散和反向扩散的过程，模型可以学习到图数据的生成和恢复

的规律，逐渐提升生成图结构数据和恢复原始图结构数据的能力[93]  。 

 

 

图 6-9 图扩散模型 

 

图深度生成模型在多个领域中具有广泛的应用。在社交网络分析

中，它可以生成逼真的社交网络结构，帮助研究社交网络的性质和演

化模式，这有助于研究信息扩散、舆论传播以及应急响应等重大社会

事件。对于化学和生物医学领域，图深度生成模型可以生成新的化合

物结构，加速药物发现过程，也能够对蛋白质结构进行预测，给予化

学和医学领域关键性的技术支持。推荐系统也是图深度生成模型应用

的主要场景之一，通过生成用户之间的社交关系图，可以帮助推荐系

统更好地理解用户之间的社交连接，生成个性化的推荐结果。在无人

驾驶和智能交通领域，模型帮助城市构建智慧交通网络，预测交通网

络变化，优化交通规划和管理策略。 

图深度生成模型仍然面临一些挑战： 

（1）建模复杂依赖关系：真实图结构数据中的节点拥有多样且
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复杂的依赖关系，如何准确建模这些关系仍然是一大难题； 

（2）大规模的输出空间：对于大规模的图结构数据来说，生成

与其相似的新图需要解决检索与其对应的大规模的输出空间的问题； 

（3）连续潜变量空间和真实离散数据的矛盾：真实数据是离散

的，将其映射为连续潜变量会造成数据失真； 

（4）有效的评价指标：对生成的新图如何评价是保障图生成质

量的关键环节； 

（5）复杂多样的有效性需求：属性可控的图结构数据生成是目

前的一大难题； 

（6）可解释性差的黑盒模型：基于深度学习伴随的可解释性问

题。 

图深度生成模型有着广阔的发展前景： 

（1）可扩展性：现有图深度生成模型通常有超线性时间复杂度，

而真实世界的网络是庞大的，能够扩展到数百万甚至数十亿节点的超

大型网络是很重要的； 

（2）可解释性：提供可解释的模型对于分子生成、蛋白质结构

预测等等现实应用来说是意义深远的，可以极大程度的提高生成图的

有效性和准确性； 

（3）超越训练数据：数据驱动导致生成图受到训练数据的限制，

而生成图的高度新奇性是期望。 

（4）动态图：目前仍缺乏对动态图的图生成研究，现有的图深

度生成模型通常关注在静态图上，而真实时间的许多图是动态的，并

且它们的节点属性和拓扑结构会随时间变化。 
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第 7 章 人工智能的博弈理论 

    人工智能的博弈理论是研究智能体（机器、电脑或决策实体）

在决策和交互过程中的行为策略和结果的数学理论。它涉及多个参与

者之间的竞争和合作，并探索它们在竞争环境中作出最佳决策的方法。

博弈理论为人工智能提供了一种框架，用于研究智能体如何选择行动

以最大化其预期效用，并预测其他参与者的行为。在人工智能中，博

弈理论应用广泛，特别是在多智能体系统、机器学习、自动化决策等

领域。 

 在博弈理论中，智能体的行为由策略确定，策略是对应于每个

可能情况下的行动选择的函数。通过博弈论模型，可以评估不同策略

的效用和潜在结果，以帮助智能体做出最佳决策。博弈理论中的常见

概念包括博弈的类型、参与者的目标、策略空间、支付函数以及纳什

均衡等。人工智能的博弈理论可以应用于许多问题，如智能机器人的

路径规划、自动驾驶车辆的决策、电子商务中的定价策略、资源分配

问题等。它使得智能体能够在竞争和合作的环境中更好地进行决策，

并提供了一种分析和预测行为的工具。 

 在本章中，我们旨在深入探讨人工智能中博弈论的相关研究，

从计算均衡、合作博弈、公平分配、评分规则、社会选择与投票、以

及重复拍卖设计六个章节展开讨论。 

 计算均衡是在复杂的决策情境下找到最佳策略和结果的关键。

研究计算均衡能够帮助人工智能系统在多智能体系统、竞争环境等中

做出优化的决策并最大化效用。合作博弈部分，我们研究如何通过合

作和协作实现参与者之间的共同利益。在人工智能中，合作博弈的研

究有助于解决任务分配、资源分配等问题，促进智能体之间的协同工

作与合作，实现多方共赢的局面。公平分配章节考虑如何在有限资源

下进行兼顾公平的资源分配。在人工智能领域，研究公平分配有助于

解决资源分配、任务分配和数据隐私等问题，确保决策的公正性和可
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持续性。而评分规则是诱导参与者提供准确信息并获得有效结果的关

键。设计合适的评分规则有助于推动参与者提供准确评估和预测，从

而在拍卖、预测市场等领域中实现更好的各方利益分配。社会选择理

论研究如何从个体偏好中进行集体决策来实现社会最优。在人工智能

中，社会选择与投票的研究有助于解决选举、推荐系统等问题，提供

有效的集体决策机制。重复拍卖研究多轮拍卖的过程，我们将探讨如

何通过重复拍卖机制实现更高效的市场交易。在人工智能中，研究重

复拍卖有助于设计更高效、公平的拍卖机制，实现有效的资源分配。 

 通过从这些方面展开研究，可以帮助我们更好地理解和解决人

工智能中的决策和博弈问题。这些方面涵盖了重要的理论和应用，为

我们提供了分析、建模和优化决策的工具和方法。同时，它们也反映

了实际场景中我们关注的合作、公平、评估、投票等关键问题，对于

实现智能系统的长期可持续发展和社会利益具有重要意义。 

 

7.1 均衡计算 

在博弈论中，纳什均衡（Nash equilibrium）被视为非合作博弈的

一个核心概念，其重要性不言而喻。本章首先详细介绍了纳什均衡的

数学定义，接着探讨了其存在性问题。随后，我们对三种用于求解纳

什均衡的算法进行了细致论述。最后，我们还强调了寻找混合策略纳

什均衡是一个 PPAD-complete 问题，这促使学术界开始探索利用深度

学习等技术来解决纳什均衡的算法。 

7.1.1 纳什均衡 

在研究纳什均衡之前，我们必须首先给出博弈的数学定义，在此

着重关注策略型博弈。 

定义 1（策略型博弈）策略型博弈可表示为一个三元组

〈𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁〉，其中： 

∎ 𝑁 = {1, 2, … , 𝑛}为参与者的集合，包含参与者1, 2, … , 𝑛； 
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∎  𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛分别是参与者1, 2, … , 𝑛的策略集合；即𝑆1代表参与

者1的策略集，…，𝑆𝑛代表参与者𝑛的策略集； 

∎ 𝑢𝑖: 𝑆1 × 𝑆2 × … × 𝑆𝑛 → ℝ（其中，𝑖 = 1, 2, … , 𝑛）是一组映射，

通常称为效用函数或收益函数。 

在此，策略有时也被称为行动（action）或纯策略（pure strategies）。

我们使用笛卡尔积𝑆1 × 𝑆2 × … × 𝑆𝑛来表示策略，记为𝑆。如果参与者

𝑖根据某个给定的概率分布选择𝑆𝑖中的策略，则得到混合策略，又称随

机策略。 

定义 2（混合策略）鉴于参与者𝑖及其纯策略集𝑆𝑖的给定，其混合

策略（mixed strategy）或称随机策略（randomized strategy）𝜎𝑖可定义

为𝑆𝑖上的概率分布。具体而言，𝜎𝑖: 𝑆𝑖 → [0,1]是一个映射，它为每个纯

策略𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖分配一个概率值，满足以下条件： 

∑ 𝜎𝑖(𝑠𝑖)

𝑠𝑖∈𝑆𝑖

= 1. 

假设𝑆𝑖 = {𝑠𝑖1, 𝑠𝑖2, … , 𝑠𝑖𝑛}，则参与者𝑖的所有混合策略形成的集合，

可以表示为集合𝑆𝑖上所有可能的概率分布的集合，即： 

Δ(𝑆𝑖) = {(𝜎𝑖1, … , 𝜎𝑖𝑚) ∈ ℝ𝑚: 𝜎𝑖𝑗 ≥ 0 对于𝑗 = 1, … , 𝑚且∑ 𝜎𝑖𝑗

𝑚

𝑗=1

= 1}. 

集合Δ(𝑆𝑖)被称为𝑆𝑖的混合扩展（mixed extension）。我们定义M =

Δ(𝑆1) × Δ(𝑆2) × … × Δ(𝑆𝑛)为混合策略集合。 

现在我们已经为纳什均衡的定义做好了准备。 

定义 3（纯策略纳什均衡）对于给定的策略型博弈  Γ =

〈𝑁, (𝑆𝑖), (𝑢𝑖)〉及其策略组𝑠∗ = (𝑠1
∗, 𝑠2

∗, … , 𝑠𝑛
∗)，如果满足以下条件： 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
∗, 𝑠−𝑖

∗ ) ≥ 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖
∗ ),      ∀𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

则𝑠∗是Γ的一个纯策略纳什均衡（简记为 PSNE）。 

我们现在提供纯策略纳什均衡（PSNE）的另外一种描述方法。 

定义 4 （最优反应对应）  对于给定的策略型博弈 Γ =
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〈𝑁, (𝑆𝑖), (𝑢𝑖)〉，参与者𝑖的最优反应对应（best response correspondence）

是映射𝑏𝑖: 𝑆−𝑖 → 2𝑆𝑖，其定义如下： 

𝑏𝑖(𝑠−𝑖) = {𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖: 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖) ≥ 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖),    ∀𝑠𝑖

′ ∈ 𝑆𝑖}. 

换句话说，给定所有其他参与者的策略组𝑠−𝑖，𝑏𝑖(𝑠−𝑖)给出了由参

与者𝑖的所有最优反应策略组成的集合。 

𝑠𝑖
∗ ∈ 𝑏𝑖(𝑠−𝑖

∗ ),     ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

定义 5（混合策略纳什均衡）对于给定的策略型博弈Γ =

〈𝑁, (𝑆𝑖), (𝑢𝑖)〉以及其混合策略组(𝜎1
∗, 𝜎2

∗, … , 𝜎𝑛
∗)，若满足对于所有𝑖 ∈ 𝑁： 

𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ ) ≥ 𝑢𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖
∗ ),      ∀𝜎𝑖 ∈ Δ(𝑆𝑖). 

则 (𝜎1
∗, 𝜎2

∗, … , 𝜎𝑛
∗)是一个混合策略纳什均衡（mixed strategy Nash 

equilibrium）。 

定义最优反应函数（best response functions）𝑏𝑖(∙)如下： 

𝑏𝑖(𝜎−𝑖) = {𝜎𝑖 ∈ Δ(𝑆𝑖): 𝑢𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖) ≥ 𝑢𝑖(𝜎𝑖
′, 𝜎−𝑖),    ∀𝜎𝑖

′ ∈ Δ(𝑆𝑖)}. 

给定𝜎−𝑖，𝑏𝑖(𝜎−𝑖)是参与者𝑖的所有混合策略构成的集合，其中每

个混合策略都是他针对其他参与者选择𝜎−𝑖行为的最优反应。因此，显

然，混合策略组(𝜎1
∗, 𝜎2

∗, … , 𝜎𝑛
∗)是一个纳什均衡当且仅当： 

𝜎𝑖
∗ ∈ 𝑏𝑖(𝜎−𝑖

∗ ),     ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

由定义可知，当博弈处于纳什均衡状态下，任意玩家无法通过单

独改变自身的策略来获得更多的收益。 

由于纳什均衡的计算是 PPAD-complete 的，因此，除了严格定义

的纳什均衡外，还存在一种实际中经常被分析的近似纳什均衡。 

定理 6 （𝜺-纳什均衡） 对于给定的策略型博弈〈𝑁, (𝑆𝑖), (𝑢𝑖)〉以及

一个策略组，给定实数𝜀 > 0，若对于所有𝑖 ∈ 𝑁： 

𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ ) ≥ 𝑢𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖
∗ ) − 𝜀,    ∀𝜎𝑖 ∈ Δ(𝑆𝑖). 

则(𝜎1
∗, … , 𝜎𝑛

∗)称为该博弈的一个𝜺-纳什均衡（𝜀-Nash equilibrium）。 

7.1.2 纳什均衡的存在性 

纳什均衡的存在性是博弈论中被广泛探讨的重要议题。它被定义
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为合适映射的不动点。事实上，博弈均衡的存在性与不动点（fixed 

points）定理密切相关，其中包括布劳威尔（Brouwer）不动点定理[1]  、

角谷（Kakutani）不动点定理[2]  等。 

定理 7 （布劳威尔（Brouwer）不动点定理） 对于非空、紧凸

子集𝑋 ⊂ ℝ𝑛，如果映射𝑓: 𝑋 → 𝑋连续，则𝑓存在一个不动点。 

定理 8 （角谷（Kakutani）不动点定理） 假设𝑋 ⊂ ℝ𝑛是一个非

空、紧凸子集，令𝑓: 𝑋 ⇉ 𝑋是一个满足以下条件的对应： 

（a）𝑓是上半连续的； 

（b）对于每个𝑥 ∈ 𝑋，𝑓(𝑥)是非空且凸的，并且𝑓(𝑥) ⊂ 𝑋； 

则𝑓在𝑋中存在一个不动点。 

约翰·纳什在他的重要著作[3]  [4]  中将均衡概念推广到三人或三

人以上博弈，并证明了每个有限策略型博弈都至少存在一个混合策略

纳什均衡。 

定理 9 （纳什定理） 对于每个有限策略型博弈Γ = 〈𝑁, (𝑆𝑖), (𝑢𝑖)〉，

都至少存在一个混合策略纳什均衡。 

证明：考虑有限策略型博弈 Γ = 〈𝑁, (𝑆𝑖), (𝑢𝑖)〉 ，其中 𝑁 =

{1,2, … , 𝑛}。我们使用下列符号 

𝑆𝑖 = {𝑠𝑖𝑗: 𝑗 = 1,2, … , 𝑚𝑖} 

表示参与者𝑖的策略集，其中𝑚𝑖 = |𝑆𝑖|；𝑖 = 1,2, … , 𝑛。 

我们现在利用布劳威尔不动点定理来证明上述有限策略型博弈

存在至少一个混合策略均衡（纳什定理）。定义Δ(𝑆𝑖)为由𝑆𝑖上的所有

概率分布组成的集合，令𝑀 = Δ(𝑆1) × Δ(𝑆2) × … × Δ(𝑆𝑛)。每个𝜎 ∈ 𝑀

都是一个向量，含有∑ |𝑆𝑖|𝑖∈𝑁 个个分量。假设𝑠𝑖𝑘是参与者𝑖的某个特定

纯策略，令𝜎𝑖𝑘是𝜎中对应于𝑠𝑖𝑘的分量。我们将𝜎记为𝜎 = (𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖)。定

义映射𝑓: 𝑀 → 𝑀，它将𝑀中的向量映射到自身。给定𝜎 ∈ M，𝑓(𝜎)的

分量个数与𝜎的分量个数相同；令𝑓𝑖𝑘(𝜎)表示𝑓(𝜎)中对应于纯策略𝑠𝑖𝑘

的分量。可以表示为： 
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𝑓𝑖𝑘(𝜎) =
𝜎𝑖𝑘 + max (0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘, 𝜎−𝑖) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖))

∑ [𝜎𝑖𝑗 + max (0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑗 , 𝜎−𝑖) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖 , 𝜎−𝑖))]𝑠𝑖𝑗∈𝑆𝑖

. 

需要注意的是，上式中的分母必定大于或等于 1，因为 

∑ 𝜎𝑖𝑗

𝑠𝑖𝑗∈𝑆𝑖

= 1. 

此外，我们有 

∑ 𝑓𝑖𝑗(𝜎)

|𝑆𝑖|

𝑗=1

= 1,     𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

显然，𝑓: 𝑀 → 𝑀是一个明确定义的映射，并且可以证明𝑓是连续

的。因此，根据布劳威尔不动点定理，𝑓有一个不动点。也就是说，

存在𝜎∗ ∈ M使得𝑓(𝜎∗) = 𝜎∗。这意味着，对于所有𝑖 ∈ 𝑁，所有𝑠𝑖𝑘 ∈ 𝑆𝑖，

我们有 

𝜎𝑖𝑘
∗ = 𝑓(𝜎𝑖𝑘

∗ ) =
𝜎𝑖𝑘

∗ + max (0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘, 𝜎−𝑖
∗ ) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖

∗, 𝜎−𝑖
∗ ))

∑ [𝜎𝑖𝑗
∗ + max (0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑗 , 𝜎−𝑖

∗ ) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ ))]𝑠𝑖𝑗∈𝑆𝑖

. 

我们现在考虑两种情形。在第一种情况下， 

∑ [𝜎𝑖𝑗
∗ + max (0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑗 , 𝜎−𝑖

∗ ) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ ))]

𝑠𝑖𝑗∈𝑆𝑖

= 0,    ∀𝑖 ∈ 𝑁. 

在第二种情况下，至少对于某个𝑖 ∈ 𝑁，上式大于零。 

在第一种情况下，我们有 

𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘, 𝜎−𝑖
∗ ) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖

∗, 𝜎−𝑖
∗ ) ≤ 0, ∀𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝑆𝑖 , ∀𝑖 ∈ 𝑁. 

显然，(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ )是一个纳什均衡。 

在第二种情况下，至少存在一个参与者𝑖和策略𝑠𝑖𝑘 ∈ 𝑆𝑖，使得 

max(0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘, 𝜎−𝑖
∗ ) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖

∗, 𝜎−𝑖
∗ )) > 0. 

这意味着 

𝜎𝑖𝑘
∗ =

max (0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘, 𝜎−𝑖
∗ ) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖

∗, 𝜎−𝑖
∗ ))

∑ [max (0, 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑗 , 𝜎−𝑖
∗ ) − 𝑢𝑖(𝜎𝑖

∗, 𝜎−𝑖
∗ ))]𝑠𝑖𝑗∈𝑆𝑖

. 

这又意味着𝜎𝑖𝑘
∗ ≠ 0，由此可知𝜎𝑖𝑘

∗ > 0。进一步，我们可以证明，
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∀𝑠𝑖𝑘 ∈ 𝑆𝑖，当且仅当𝜎𝑖𝑘
∗ > 0时有： 

𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘 , 𝜎−𝑖
∗ ) > 𝑢𝑖(𝜎𝑖

∗, 𝜎−𝑖
∗ ). 

这样，我们就得到了一个矛盾，这是因为𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ )是𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘, 𝜎−𝑖
∗ )

的一个凸组合，其中𝑠𝑖𝑘 ∈ 𝑆𝑖，𝜎𝑖𝑘
∗ > 0。注意： 

𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ ) = ∑ 𝑢𝑖(𝑠𝑖𝑘 , 𝜎−𝑖
∗ )

𝑠𝑖𝑘∈𝛿(𝜎𝑖
∗)

> ∑ 𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ )

𝑠𝑖𝑘∈𝛿(𝜎𝑖
∗)

= 𝑢𝑖(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ ). 

因此，只有第一种情形能够发生。因此，(𝜎𝑖
∗, 𝜎−𝑖

∗ )是一个纳什均

衡。∎ 

7.1.3 纳什均衡的计算 

纳什均衡是博弈论中一个重要的基本数学问题，也是当前理论计

算机科学中一个活跃的研究领域。在本文中，我们将介绍三种纳什均

衡的求解算法，它们分别是支撑枚举算法、Lemke-Howson 算法以及

Lipton-Markakis-Mehta 算法。前两种算法属于精确求解算法，而最后

一种则是近似算法。 

7.1.3.1 支撑枚举算法 

考虑策略型博弈Γ = 〈𝑁, (𝑆𝑖), (𝑢𝑖)〉。给定参与者𝑖的一个混合策略

𝜎𝑖，𝜎𝑖的支撑（记为𝛿(𝜎𝑖)）是一个集合，其中包含𝜎𝑖中概率为正的所

有纯策略𝑠𝑖： 

𝛿(𝜎𝑖) = {𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖: 𝜎𝑖(𝑠𝑖) > 0}. 

对于一个混合策略组𝜎 = (𝜎1, … , 𝜎𝑛)，我们可以自然地定义𝜎的支

撑为𝛿(𝜎𝑖)（其中𝑖 = 1, 2, … , 𝑛）的乘积： 

𝛿(𝜎1, … , 𝜎𝑛) = 𝛿(𝜎1) × … × 𝛿(𝜎𝑛). 

这个集合包含了当参与者根据自己的策略选择时，所有伴随正概

率的纯策略组合。我们可以立即注意到，每个混合策略纳什均衡必定

对应一个支撑。对于有限博弈，由于支撑个数是有限的，因此我们可

以考察每个支撑，看看哪个支撑能够产生纳什均衡。 

设𝑋𝑖 ⊆ 𝑆𝑖为𝑆𝑖的一个非空子集，表示我们当前的猜测：在纳什均
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衡中，参与者𝑖的哪些策略具有正概率。换言之，我们当前猜测纳什均

衡的一个支撑为𝑋1 × 𝑋2 × … × 𝑋𝑛。如果存在对应于此支撑的纳什均

衡，那么根据上述结果，必定存在数𝑤1, … , 𝑤𝑛和混合策略𝜎1, … , 𝜎𝑛使

得以下条件成立： 

𝑤𝑖 = 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝜎−𝑖),    ∀𝑠𝑖 ∈ 𝑋𝑖 , ∀𝑖 ∈ 𝑁. 

展开可得： 

𝑤𝑖 = ∑ [∏ 𝜎𝑗(𝑠𝑗)

𝑗≠𝑖

] 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖).

𝑠−𝑖∈𝑆−𝑖

 

上述条件断言，如果每个参与者𝑖选择混合策略𝜎𝑖中的任何伴随

正概率的纯策略，则每个参与者得到的收益𝑤𝑖必定相等。接下来，我

们还需要满足： 

𝑤𝑖 ≥ 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝜎−𝑖),    ∀𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖\𝑋𝑖 , ∀𝑖 ∈ 𝑁. 

上式展开，可得 

𝑤𝑖 ≥ ∑ [∏ 𝜎𝑗(𝑠𝑗)

𝑗≠𝑖

] 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖)

𝑠−𝑖∈𝑆−𝑖

,    ∀𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖\𝑋𝑖 , ∀𝑖 ∈ 𝑁. 

上述条件确保𝑋𝑖中的纯策略产生的收益不小于𝑆𝑖\𝑋𝑖中的纯策略

产生的收益。接下来，我们有： 

𝜎𝑖(𝑥𝑖) > 0,    ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 , ∀𝑖 ∈ 𝑁. 

上述条件表明参与者𝑖（对于所有𝑖 ∈ 𝑁）混合策略的支撑中的每

个纯策略都有正的概率。接下来的一组约束为： 

𝜎𝑖(𝑥𝑖) = 0,    ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑆𝑖\𝑋𝑖 , ∀𝑖 ∈ 𝑁. 

上述条件断言，对于每个参与者𝑖（对于所有𝑖 ∈ 𝑁），若该策略不

在他的混合策略的支撑中，则该纯策略的概率为零。最后，我们需要

满足： 

∑ 𝜎𝑖(𝑥𝑖)

𝑥𝑖∈𝑆𝑖

= 1,     ∀𝑖 ∈ 𝑁. 
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上述条件保证了每个𝜎𝑖都是𝑆𝑖上的一个概率分布。 

我们需要找到𝑤1，…，𝑤𝑛以及𝜎1(𝑥1) ∀𝑠1 ∈ 𝑆1，𝜎1(𝑥2) ∀𝑠2 ∈

𝑆2，…，𝜎1(𝑥𝑛) ∀𝑠𝑛 ∈ 𝑆𝑛使得以上所有约束条件满足。此时，(𝜎1, … , 𝜎𝑛)

是一个纳什均衡，𝑤𝑖是参与者𝑖在该纳什均衡中的期望收益。另一方

面，如果不存在满足以上条件的解，那么没有解对应着支撑𝑋1 × 𝑋2 ×

… × 𝑋𝑛。以上所有约束条件涉及的未知数个数为𝑛 + ∑ |𝑆𝑖|𝑖∈𝑁 ，方程个

数为𝑛 + 2 ∑ |𝑆𝑖|𝑖∈𝑁 ，其中𝑛对应着𝑤1, … , 𝑤𝑛，而|𝑆𝑖|对应着变量𝜎𝑖(𝑠𝑖)，

𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖。即使只有 2 个参与者，且每个参与者有 3 个策略，也会有 8

个变量和 14 个方程。如果参与者个数大于 2，那么不仅面对更多的

方程，还必须处理非线性（由于∏ 𝜎𝑗(𝑠𝑗)𝑗≠𝑖 的存在）。对于两人博弈，

这些方程构成了所谓的线性互补问题（linear complementarity problem，

LCP）。当参与者为 3 人或 3 人以上时，这些方程构成了所谓的非线

性互补问题（nonlinear complementarity problem，NLCP）。我们在这里

不提供关于这两个问题的更多细节；有兴趣的读者可以参考 Murty[5]  。 

7.1.3.2 Lemke-Howson 算法 

现在，我们将介绍另一种算法[6]  ，该算法与之前需要求解线性

规划的算法本质上不同，它是一种组合算法，用于处理离散属性。首

先，我们将纳什均衡的求解归约到对称博弈中，因为在一般二人博弈

中，求解纳什均衡的算法会更加复杂。接着，我们将描述该算法在对

称博弈前提下的情况，因为这种情况下的算法描述更加简明。Savani

和 Von Stengel[7]  已经证明，利用 Lemke-Howson 算法求解纳什均衡

的最坏情况下的时间复杂度是指数级的。 

定理 10 对称二人博弈一定存在对称纳什均衡。 

在考虑对称的二人博弈𝐶 ∈ [0,1]𝑛×𝑛时，其中，非负矩阵𝐶不存在

全为零的行。我们的目标是确定在纳什均衡状态下最优响应所对应的

最优收益的取值。为此，我们放松了策略分布之和为 1 的限制，并假

设最优收益为 1。这样，我们得到了2𝑛个约束条件，即，𝐶𝑧 ≤ 1，其
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中𝑧 ≥ 0。这些约束条件所定义的区域是一个凸多面体𝑃（由于非负矩

阵 𝐶 不存在全为零的行）。我们假设凸多面体 𝑃 是非退化的

（nondegenerate），𝑃上的所有顶点都满足上述2𝑛个不等式中恰好有𝑛

个取等号。非退化假设是优化领域中的常用假设，因为退化情况出现

的概率非常小。即使出现了退化情况，我们也可以通过对矩阵𝐶中的

所有元素添加一个极小的随机扰动，以极大概率使得凸多面体𝑃成为

非退化的。 

在多面体𝑃中，每个点都对应一个混合策略。具体地，对于𝑃的一

个顶点𝑧 ∈ 𝑃，如果其包含纯策略𝑖 ∈ 𝑁，那么满足(𝐶𝑧)𝑖 = 1或𝑧𝑖 = 0，

我们称该顶点包含纯策略𝑖 ∈ 𝑁。由此得到以下引理： 

引理 11 𝑥是对称博弈𝐶的一个对称纳什均衡，如果𝑃上的顶点𝑧 ≠

0，并且顶点𝑧包含所有的纯策略𝑖 ∈ 𝑁成立。其中 

𝑥𝑖 =
𝑧𝑖

∑ 𝑧𝑖
𝑛
𝑖=1

. 

证明：首先，𝑥是良定义的（由于𝑧 ≥ 0且𝑧 ≠ 0）。其次，由于顶

点𝑧包含所有的纯策略，我们由𝑧𝑖 ≥ 0能得到(𝐶𝑧)𝑖 = 1且由(𝐶𝑧)𝑖 = 1

能得到𝑧𝑖 ≥ 0。这意味着玩家 1 在混合策略𝑧支撑中的纯策略是玩家 2

的策略𝑧的最优响应。因此，玩家 1 的混合策略𝑧是玩家 2 的混合策略

𝑧的一个最优响应。由对称性可以推断对称博弈𝐶的一个对称纳什均衡

是𝑧。∎ 

前述已证明，若多面体𝑃的顶点涵盖所有纯策略，则对应纳什均

衡。接下来需证明存在此类顶点。我们采用构建有向图的方法来猜测

最终纳什均衡的支撑。该有向图中每个顶点的出度和入度至多为 1，

因此可进行有向路径遍历。 

首先，选定一个策略（以策略 1 为例）。然后考虑所有不含策略

1 的顶点以及包含所有纯策略的顶点的集合𝑉。从集合𝑉中的顶点𝑣0 =

0初始，在顶点集𝑉中逐步构造出路径〈𝑣0, 𝑣1, … 〉。设多面体𝑃非退化，
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根据定义，顶点𝑣0有𝑛个相邻顶点，每个顶点与𝑣0仅有一个取等号的

约束条件不同。选出不含策略 1 的顶点，即同时不满足(𝐶𝑧)1 = 1和

𝑧1 = 0的点𝑣1。虽然𝑣1不含策略 1，但𝑣1有𝑛个相邻顶点，故𝑣1一定包

含某个策略𝑖两次，即(𝐶𝑧)𝑖 = 1且𝑧𝑖 = 0。对这两个条件进行放松，可

得到两个顶点，其中一个顶点为𝑣0，另一个顶点为𝑣2，若某个顶点𝑣2

包含所有纯策略，则算法停止。由引理 11，此时找到了一个纳什均衡。

若不满足，则继续沿着路径寻找，直到找到一个顶点𝑣𝑗包含所有纯策

略。 

随后，分析 Lemke-Howson 算法是否能找到纳什均衡，即 Lemke-

Howson 算法是否会在满足条件的顶点𝑣𝑗处停止。若否，由于多面体

𝑃的顶点数有有限多个，因此唯一可能是路径在某几个顶点处形成有

向环。根据算法描述，每个路径上的顶点至多有一个前序和一个后继。

若出现环，只可能回到𝑣0点。然而，由于𝑣0只有一个相邻顶点不含策

略 1，这种情况是不可能的。若不出现此情况，由于多面体上的顶点

数有限，算法一定在某一时刻停止。此时我们必定找到一个包含所有

纯策略的顶点，即能够找到一个纳什均衡。至此，我们证明了 Lemke-

Howson 算法必定能够找到纳什均衡。 

7.1.3.3 Lipton-Markakis-Mehta 算法 

先前提及的两种算法均为精确求解纳什均衡的方法，接下来，我

们介绍一种近似算法。 

Lipton、Markakis 和 Mehta [8]  在其研究中证明了存在支撑数较小

的近似纳什均衡。具体而言，对于给定的𝜀 > 0，对于任意的每个参与

者各自拥有𝑛个纯策略的二人博弈，至少存在一个𝜀 -近似纳什均衡，

其中两人的支撑数仅为𝑂(log 𝑛/𝜀2)。为了说明，我们对混合策略𝑥独

立地随机采样𝑘次，形成一个多重集𝑆，然后在𝑆中随机选择一个纯策

略得到一个𝑘 -经验策略。该经验策略是通过从分布𝑥来进行博弈。

Lipton-Markakis-Mehta 算法指出：只需将所有可能出现的多重集枚举
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出来，并将其对应的经验策略应用于博弈问题中进行验证。这种方法

的时间复杂度为𝑛𝑂(log 𝑛/𝜀2)，也被称为准多项式时间（quasi-polynomial 

time）。与支撑枚举算法类似，该方法亦能获得所有近似纳什均衡的解。

概率法在证明稀疏支撑的近似纳什均衡存在性方面也得到了更多应

用。例如，Barman[9]  提出了另一个相关结果。近期，Rubinstein [10]  证

明，假设某种较为温和的假设成立，Lipton-Markakis-Mehta 算法的时

间复杂度是近乎最优的。 

7.1.4 纳什均衡的计算复杂性 

近年来，理论计算机科学家对有限策略型博弈的（混合策略）纳

什均衡计算复杂性问题产生了极大关注。根据纳什定理，我们已经知

道有限策略型博弈肯定存在至少一个纳什均衡。因此，寻找纳什均衡

问题属于总搜寻问题范畴，即在这类问题中，解一定存在，研究者的

目标是找到解。 

首先，我们介绍两个重要的总搜寻问题（total search problem）： 

纳什问题（NASH）：给定一个策略型博弈，找出其混合策略纳什

均衡。混合策略纳什均衡解可能有多个，但只需找到一个即可。 

布劳威尔问题（BROUWER）：给定集合[0,1]𝑚（这是一个紧且凸

的集合）上的连续函数𝑓，找到函𝑓的不动点，即找到[0,1]𝑚中的点𝑥，

使得𝑓(𝑥) = 𝑥。注意，这里的𝑚是一个有限正整数，而且函数𝑓可能有

多个不动点，但我们只要找到一个即可。 

计算机学家 Papadimitriou 提出了 TFNP 这一复杂类[11]  ，用于描

述所有满足以下条件的搜寻问题：每个问题实例都有解。换句话说，

对于给定的搜寻问题，如果其每个实例都有解，则属于 TFNP 类。例

如，FACTOR（分解质因数）问题将整数作为输入，确定其所有质因

数。纳什问题也是一个相关例子：找到有限策略型博弈的确切纳什均

衡或𝜀-近似纳什均衡。 

Papadimitriou 还根据证明总搜寻问题每个实例都有解的过程中
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所用的"论据"（arguments）将总搜寻问题进行了分类。这些论据在证

明问题解存在性时起到了非构建性的步骤角色。基于这一分类标准，

他将总搜寻问题分为以下几类： 

PPA（多项式奇偶性论据）：如果给定的图有一个奇数度（odd 

degree）节点，那么它必定至少有另外一个奇数度节点。这被称为奇

偶性论据（parity argument，PA）。如果一个问题能够在多项式时间内

归约为如下问题：在能以多项式规模表示的图中寻找含有一个奇数度

节点的环路（polynomial sized circuit），则此问题属于 PPA 类。 

PPAD（有向图的多项式奇偶性论据）：给定一个有向图，任一节

点的出度是它的传出弧的个数，入度是它的传入弧的个数。如果节点

的入度不等于出度，那么该节点是不平衡的。PPAD 论据表明，如果

有向图有一个不平衡节点，那么它必定至少存在着另外一个不平衡节

点。 

图 1-1 展示了各类总搜寻问题之间的关系（该图假设P ⊈ NP。若

P = NP，则所有类别都合并为一类）。 

 

 

图 1-1 不同复杂类之间的关系 

 

PPAD 中的问题确实非常困难，这是一个引人入胜的研究领域。

如果 P=NP，那么 PPAD 问题将被解决，因为此时 PPAD 将等同于 P。

然而，几十年来，理论计算机科学家一直在尝试为 PPAD 中的一些问

题（如布劳威尔问题、纳什问题、EOL 问题等）设计高效的算法，但
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却未能成功。因此，除非 P=NP 成立，我们无法确定 PPAD 是否包含

难解问题。 

Lemke­Howson 算法提供了二人博弈纳什均衡存在的另一种证明

方法。基于这一观察，我们可以定义如下问题，称之为"End­of­A­Line"

（EOL）问题。 

定义 12 （End-of-A-Line） 给定两个布尔电路𝑆和𝑃，其映射为：

𝑆, 𝑃: {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛，并且满足𝑃(0𝑛) = 𝑆(0𝑛) = 0𝑛。该问题的输出是

一个向量𝑥 ∈ {0,1}𝑛，使得𝑆(𝑃(𝑥)) ≠ 𝑥 ≠ 0或者𝑃(𝑆(𝑥)) ≠ 𝑥。 

EOL 问题是下列总搜寻问题的一个特殊情形：给定一个有向图𝐺

以及已指定的不平衡节点，要找到𝐺的另外一个不平衡节点。在 EOL

问题中，我们假设𝐺的每个节点至多有一条传入边和至多有一条传出

边。在这种限制下，给定的图必定是一组路径和环路。图 1-2 提供了

一些具有代表性的这种图形的示例。 

 

 

图 1-2 EOL 问题的一些例子 

 

理论计算机学者已经证明 EOL 问题是 PPAD-complete 的。基于

这一事实，我们可以立即得到以下两个结果： 

若 EOL 问题可以归约为问题𝑋，则问题𝑋是 PPAD-complete 的。 

若问题𝑌可以归约为 EOL 问题，则问题𝑌属于 PPAD 类。 

定理 13 纳什问题是 PPAD-complete 问题。 
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证明：首先，我们证明纳什问题属于 PPAD 类，方法是将纳什问

题归约为 EOL 问题。 

其次，我们证明纳什问题是 PPAD-complete 问题，方法是将 EOL

问题归约为纳什问题。 

在上述两个方向的证明中，布劳威尔问题发挥了关键作用。 ∎ 

由于纳什问题是 PPAD-complete 问题，在理论分析的基础上，学

者们开始寻找新的求解纳什均衡的方法。得益于计算机算力的提高和

人工智能算法的发展，逐渐涌现出一些使用人工智能算法求解纳什均

衡的算法。在计算纳什均衡时，深度学习和强化学习可以起到关键的

作用。首先，深度学习可以用于特征提取。在纳什均衡计算中，每个

玩家的策略都是一个向量，向量的每个元素代表了一种策略。深度学

习可以通过学习大量的样本数据，提取出每个玩家的策略特征，从而

减少计算量，提高计算效率。其次，深度学习也可以用于策略预测。

在纳什均衡计算中，每个玩家的策略都是基于其他玩家的策略制定的。

深度学习可以通过学习大量的样本数据，预测每个玩家的策略，从而

为纳什均衡的计算提供基础。另一方面，强化学习可以用于策略优化。

在纳什均衡计算中，每个玩家的策略都需要不断优化，以应对其他玩

家的策略变化。强化学习可以通过与环境交互，学习最优的策略组合，

从而优化纳什均衡的计算结果。总之，深度学习和强化学习在计算纳

什均衡时都具有重要的应用价值。它们可以帮助我们提高计算效率，

预测策略，优化结果，从而更好地解决纳什均衡问题。同时，这些算

法的应用也受到了一些限制，例如它们需要大量的数据和计算资源，

而且它们可能无法处理一些非常复杂的问题。因此，在未来，我们需

要进一步研究这些算法，以提高它们的性能和效率，从而更好地解决

纳什均衡问题。例如，多智能体强化学习研究如何利用多个智能体之

间通信、协作的方法共同完成一个任务。这一方向十分适合应用在求

解多人纳什均衡以及合作博弈均衡上。 
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7.2 人工智能中的合作博弈 

合作博弈是与人工智能相关的博弈理论中的重要内容，尤其是在

多智能体系统中，我们处处能看到合作博弈的影子。多智能体系统是

由多个相互作用的智能体组成的系统，它们不但可以相互通信并协助

完成对同一环境的任务，而且可以基于个体的局部信息共同达成一个

全局最优解的决策。博弈论研究的是在已知规则条件下不同智能体行

动的选择，基于选择的结果，博弈论研究如何使参与者获得收益最大

化。如何在多智能体系统中合理合作完成任务，就成为一个合作博弈

问题了。 

在多智能体系统中，智能体之间必须共享信息及知识，协商甚至

竞争以便更好地协同工作。多智能体系统本质上是一个多合作博弈系

统。针对合作博弈的问题，可以采用多种不同的构建方法，建立多合

作博弈机制，使得各个智能体之间可以共同合作，最终达成共同的目

标。同时，多智能体系统同时也涉及到了很多合作决策问题，例如资

源分配、任务分工、执行策略等。在多智能体系统中，各个智能体之

间的合作与竞争关系复杂多变，因此需要对智能体间的协作关系进行

建模，运用合作博弈理论对于每个智能体应该如何协作、如何分配资

源进行优化建模求最优解。 

因此，合作博弈与多智能体系统之间是密不可分的关系。多智能

体系统需要一个更好的合作博弈规划的方法，而合作博弈通过建立优

秀的策略方案来实现多智能体系统的协作，提高分配效率，降低成本，

增加智能体间知识共享和协作的效率。这两方面的关系互为补充，整

体为智能体系统的优化提供更好的解决方案和支持。 

本章节主要分为三个部分：第一部分介绍合作博弈的基础知识和

解概念；第二部分列举一些具有简洁形式的合作博弈模型；第三部分

着重讲解合作博弈在多智能体系统中的应用。 



中国人工智能系列白皮书 

 175 

7.2.1 合作博弈 

不同于非合作博弈聚焦局中人（Player）的竞争和均衡策略，博

弈论中的另一个分支主要研究局中人（或智能体）之间的合作，即所

谓的合作博弈理论[1]  [3]  。现有合作博弈相关文献分为两个主要模型，

一个模型允许比较两个局中人之间的效用并存在效用转移（即可转移

效用博弈（Transferable Utility game）），另一个模型中则不允许比较

（即不可转移效用博弈）。在可转移效用博弈中，一个局中人联盟

（Coalition）生成一个价值，通过合作达到共同得到的价值。联盟的

成员必须分享他们联盟的价值，因此他们需要相互比较效用并能转移

一些效用到彼此之间。而在不可转移效用博弈中，局中人对不同联盟

有偏好，但他们无法提供任何补偿。本节中，我们主要聚焦前者—可

转移效用博弈。 

7.2.1.1 可转移效用博弈 

一般地，可转移效用博弈包括一组局中人𝑁和一个特征函数

𝑣: 2𝑁 → 𝑅，为每个可能的联盟或局中人子集合提供一个价值。该特征

函数为整个人群所共知，联盟的价值仅取决于联盟中的参与者。可转

移效用博弈主要关注两个问题：应该形成什么联盟（即如何将集合 N

划分为联盟），以及如何将联盟的价值分给每个成员。我们首先详细

定义可转移效用博弈，然后介绍一些理想的解性质和主流的合作博弈

解概念。 

考虑一个包含𝑛个局中人的集合𝑁 = {1, 2, ⋯ , 𝑛}。一个联盟是指

集合𝑁的一个非空子集𝐶 ⊆ 𝑁 。特别地，集合𝑁也被称为大联盟

（Grand Coalition）。所有可能联盟的集合定义为𝒞，其基数为2𝑛。一

个联盟结构（Coalition Structure）是指𝑆 = {𝐶1, 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑚}是集合𝑁的一

个划分：每个𝐶𝑖是一个联盟并且满足∪𝑖=1
𝑚 𝐶𝑖 = 𝑁和对于任意的𝑖 ≠ 𝑗，

满足𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗 = ∅。一个特征函数（Characteristic Function）𝑣: 2𝑁 → 𝑅反

映了一个联盟的价值或者效用。 
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定义 1（可转移效用博弈）： 一个可转移效用博弈被定义为一个

二元组𝐺 = (𝑁, 𝑣)，其中𝑁是局中人的集合，𝑣是一个特征函数。 

特征函数描述了一组局中人的价值，而不是单一局中人的收益。

我们定义支付分配（Payoff Distribution）𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)，其中𝑥𝑖是

局中人𝑖的收益，用于刻画如何将联盟的价值分享给局中人。通常也使

用记号𝑥(𝐶) = ∑𝑖∈𝐶𝑥𝑖代表联盟𝐶中所有局中人的收益之和。如果𝑆是

一个联盟结构，𝑥是一个支付分配，那么我们称一个二元组(𝑆, 𝑥)为支

付配置（Payoff Configuration），并记所有支付配置的集合为𝒫。此时，

我们可以回答本节一开始的问题。可转移效用博弈的解就是一个支付

配置(𝑆, 𝑥)，反映如何形成联盟和如何分配联盟价值。接下来我们介绍

一些关于支付分配的理性概念，即一些连接联盟价值和个人收益的性

质。 

有效性（Efficiency）：𝑥(𝑁) = 𝑣(𝑁)。支付分配将整个大联盟的总

价值分配给所有局中人。换句话说，整个群体在某种程度上没有失去

任何效用。 

个体理性（Individual Rationality）：只有当每个局中人𝑖满足𝑥𝑖 ≥

𝑣({𝑖})时，它才会成为该联盟的成员（即加入一个联盟后要比单独行

动更有利）。 

群体理性（Group Rationality）：对于任意联盟𝐶 ⊆ 𝑁，满足𝑥(𝐶) ≥

𝑣(𝐶)。一个联盟的收益之和应该至少等于该联盟的价值（即在联盟层

面上不应有任何损失）。 

因为联盟形成问题的解是一个支付配置，所以寻找联盟结构（即

寻找形成了哪些联盟）和找到支付分配（即在成员之间分享联盟的价

值）的问题通常不能分开处理。现有文献中提出的不同解概念：如核

心（Core）[4]  、核仁（Nucleolus）[5]  、核（Kernel）[6]  、Shapely 值

[7]  等[8]  -[10]  。每种解都有各自的优缺点，不存在一个解比其他所有

解方案更好。此处，我们主要介绍核心和 Shapely 值的概念及相关结
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果，如果读者对其他解概念感兴趣，可以参考相关文献。 

7.2.1.2 核心（Core） 

核心是由 Gillies 在 1953 年提出，侧重于联盟的稳定性。简言之，

当没有一组局中人有任何动机组建另一个联盟时，支付分配就在核心

中。详细地说， 

定义 2（核心）：一个支付分配𝑥 ∈ ℝ𝑛是博弈（𝑁, 𝑣）的核心，当

且仅当𝑥满足有效性、个体理性和群体理性，即𝑐𝑜𝑟𝑒(𝑁, 𝑣) = {𝑥 ∈

ℝ𝑛|∑𝑖∈𝑁𝑥𝑖 = 𝑣(𝑁) ∩ 𝑥(𝐶) ≥ 𝑣(𝐶), ∀𝐶 ⊆ 𝑁}。 

直觉上，核心反映了没有任何一组局中人有拒绝当前支付分配的

动机，也就是说，没有任何一组局中人可以通过组建其他联盟来获得

更多支付，那么这个支付分配就在核心中。注意，这个条件必须对𝑁

的所有子集都成立，特别是对于所有单元素子集，这可以确保个人合

理性。不难发现核心是一种满足线性不等式的支付结构，因此核心是

封闭的和凸的。 

然而，核心的概念存在多个问题。首先，核心可能是空的：某些

特征函数会产生冲突使得无法同时满足所有玩家。当核心为空时，至

少有一名玩家对支付分配不满意，因此会阻止联盟形成。其次，采用

核心作为稳定概念的另一个问题与计算复杂性有关。判定一种支付分

配是否在核心中是 NP 难问题[11]  。此外，确定核心的非空性，即使

对于具有超加性（Superadditive）的博弈，也是 NP 难问题[11]  ，尽管

存在一种转移方案可以收敛到核心 [12]  。此外，Dieckmann 和

Schwalb[13]  介绍了一种技术，可以在非超加性博弈中达到核心分配。

此外，一些合作博弈类可以保证核心非空，例如凸博弈。Bondareva 和 

Shapley 独立地对核心非空的博弈类进行了刻画，提出了著名的

Bondareva–Shapley 定理[2]  。 

此外，关于核心的概念也存在一些扩展。如上所述，核心的一个

主要问题是它可能为空。特别地，联盟中的一名成员可能阻止形成联
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盟以获得微小的回报。如果考虑建立联盟有成本时，可以认为为了获

得微小的利益增益而阻止联盟不值得。强𝜖 -核心（Strong 𝜖 -core）和

弱𝜖-核心（Weak 𝜖-core）概念描述了这种可能性。相比于核心的约束，

强𝜖 -核心（弱𝜖 -核心） [14]  的约束有适当的放松：∀𝐶 ⊆ 𝑁, 𝑥(𝐶) ≥

𝑣(𝐶) − 𝜖, （对应地，∀𝐶 ⊆ 𝑁, 𝑥(𝐶) ≥ 𝑣(𝐶) − |𝐶| ⋅ 𝜖）。不难发现，如

果𝜖足够大，强𝜖-核心或弱𝜖-核心将不为空。当不断降低𝜖的值时，将

存在一个阈值，使得对于𝜖′ < 𝜖，𝜖′ -核心将变为空集。这个特殊的𝜖 -

核心被称为最小核心（Least Core）[14]  。 

放宽核心要求的另一种方式是稍微修改博弈。观察核心的约束可

以知道，如果能够充分增加大联盟的价值，相应博弈的核心将变得不

为空。这便是稳定性成本（Cost of Stability）[15]  的思想。给定一个可

转移效用博弈(𝑁, 𝑣)和一个值Δ ∈ ℝ，我们考虑构建另一个合作博弈

（𝑁, 𝑣𝛥），其中对于所有的𝐶 ⊂ 𝑁, 𝑣𝛥(𝐶) = 𝑣(𝐶)，但对于大联盟𝑁，

满足𝑣𝛥(𝑁) = 𝑣(𝑁) + 𝛥。稳定性成本定义为最小的𝛥，使得（𝑁, 𝑣𝛥）

的核心不为空。 

7.2.1.3 Shapley 值 

到目前为止，许多解概念（如核心、核仁、核）都着眼于收益分

配的稳定性，Shapley 值则是关注公平性。Shapley值于 1953 由 Shapley

提出，从两个不同的方面描述了公平性的概念。第一种是公理化方法：

Shapley 值可以用一组公理来定义，其中每个公理都是公平性的一个

属性。第二种方法考虑一个联盟形成过程，在这个过程中，局中人逐

个进入联盟并获得边际贡献作为收益。这种联盟形成过程可能是不公

平的，因为一个局中人的收益取决于加入顺序。Shapley 值通过使用

所有可能的加入顺序的平均值来反映公平性。我们将从这两种方面给

出 Shapley 值的定义： 

我们首先呈现几条公理，帮助我们对 Shapley 值进行刻画： 

（1）有效性（Efficiency）：∑ 𝑥𝑖𝑖∈𝑁 = 𝑣(𝑁)。 
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（2）无贡献者（Dummy Player）：我们称一个局中人𝑖是无贡献

者，即对于任意联盟𝐶，𝑣(𝐶 ∪ {𝑖}) = 𝑣(𝐶)，则𝑥𝑖 = 0。 

（3）对称性（Symmetry）：当两个局中人贡献相同的边际价值时，

他们的收益也相同，即如果局中人𝑖 ≠ 𝑗，对于任意的联盟𝐶，如果满

足𝑖, 𝑗 ∉ 𝐶且𝑣(𝐶 ∪ 𝑖) = 𝑣(𝐶 ∪ 𝑗)，那么𝑥𝑖 = 𝑥𝑗。 

（4）可加性（Additivity）：对于两个可转移效用博弈(𝑁, 𝑣)和

(𝑁, 𝑤)和对应的支付分配 x 和 y，有𝑥 + 𝑦也为博弈(𝑁, 𝑣 + 𝑤)的支付

分配。 

每条公理在一定程度上对支付分配函数进行了约束。实际上，

Shapley 值是唯一一个满足上述四条公理的支付分配函数。 

 Shapley 值的另一种定义基于有序边际贡献。首先，我们定义一

个局中人𝑖对一个联盟𝐶的边际贡献，记为𝑚𝑐𝑖(𝐶)： 

𝑚𝑐𝑖(𝐶) = 𝑣(𝐶 ∪ 𝑖) − 𝑣(𝐶)。 

令π代表一个大联盟𝑁的加入顺序，亦可视为集合{1,2, ⋯ , 𝑛}的一

个置换（Permutation）。此时，局中人𝑖遵循这个顺序加入大联盟时的

边际贡献为𝑚𝑐𝑖({𝑗|𝜋(𝑗) < 𝜋(𝑖)})。记所有置换的集合为Π(𝑁)，易知

其基数为|Π(𝑁)| = 𝑛!。接下来我们给出 Shapley 值的定义： 

定义 3（Shapley 值）：给定一个可转移效用博弈𝐺 = (𝑁, 𝑣)，对于

任意局中人𝑖，对应的 Shapley 值定义为 

𝜑𝑖(𝐺) =
∑ 𝑚𝑐𝑖({𝑗|𝜋(𝑗) < 𝜋(𝑖)})𝜋∈𝛱(𝑁)

𝑛!
。 

不难发现，上述定义是基于大联盟𝑁的所有置换。如果我们从联

盟的角度去观察每个局中人的 Shapley 值，我们可以节省很多计算量，

因为我们只需对所有可能的联盟情况进行求和。详细地，如果排在局

中人𝑖前面的为联盟𝐶，那么我们可以知道前面的局中人有|𝐶|!中排列，

后面的局中人有(𝑛 − |𝐶| − 1)!排列，因此，我们给出等价的 Shapley

值定义： 

𝜑𝑖(𝐺) = ∑
|𝐶|!(𝑛−|𝐶|−1)!

𝑛!
(𝑣(𝐶 ∪ {𝑖}) − 𝑣(𝐶))𝐶⊆𝑁\{𝑖} 。 
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 虽然 Shapley 值总是存在且唯一，但 Shapley 值的本质是基于组

合数，因此需要考虑形成联盟的所有可能顺序，这使得对于一般情况

下直接计算 Shapley 值并不高效。当某些合作博弈自身具有特殊的结

构性质时，存在一些算法可以高效地计算 Shapley 值。另一方面，这

种计算复杂性有时可以成为一个优势，使得局中人无法从操纵中受益。

例如，在某些博弈中，单个局中人可以通过伪造多个身份来受益。然

而，确定局中人是否可以从这些虚假身份中受益的复杂性已被证明是

NP 完全的[16]  。 

7.2.2 合作博弈的表示和算法 

在定义合作博弈的特征函数时，列出每个联盟及其价值是最直接

的表示法。但是，随着玩家数量的增加，联盟的数量呈指数级增长，

在大多实际应用场景下并不实用。因此，需要一种更简洁的表示形式。

但是，一个简单的计数论证表明，没有任何一种语言可以一般性地简

洁，即使用 poly(n)位，编码 n 个局中人的特征函数。 

目前比较流行的方法有两种：第一种是组合优化合作博弈：我们

可以专注于通过“小型”组合结构定义的博弈子类。虽然这种表示法可

能无法普遍地表达（即可能存在无法用这种方式表示的特征函数），

但它确保具备简洁性。这种方法在理论计算机科学和运筹学文献中得

到了广泛关注。第二种是面向一些有用的合作博弈子类，我们去开发

出普遍表达的表示语言，并用这些表示语言对博弈子类进行简洁的描

述。在多智能体系统文献中最近提出了几种这类语言。另外，黑箱模

型也经常用于特征函数的输出，即允许有一个有效的算法，当给定一

个联盟时，其输出是其价值。在本节中，我们主要聚焦第一种组合优

化博弈类型，列举几类常见的组合优化博弈问题和相关结果。 

7.2.2.1 导出子图博弈（Induced Subgraph Games） 

导出子图博弈最早是由邓小铁和 Papadimitriou[17]  提出，主要思

想为：给定一个无向权重图𝒢 = (𝑁, 𝐸)，每一条边(𝑖, 𝑗) 的权重记为𝑤𝑖,𝑗，
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并令𝐰 = (𝑤𝑖,𝑗)
𝑖,𝑗∈𝑁

。一个导出子图博弈𝐺 = (𝒢, 𝐰)基于局中人集合𝑁

和特征函数𝑣，其中𝑣满足对于任意联盟𝐶 ⊆ 𝑁，𝑣(𝐶)定义为以点集𝐶

导出的子图的边权之和，即 

𝑣(𝐶) = ∑ 𝑤𝑖,𝑗(𝑖,𝑗)∈𝐸
{𝑖,𝑗}⊆𝐶

。 

显然，诱导子图博弈的表示就是简洁的，因为我们只要编码边权

重，所需的位数是 n = |N|的多项式，即使用邻接矩阵来表示图仅需要

𝑛2个元素。当所有边权均为非负数时，诱导子图博弈不仅是单调的，

而且是凸的，因此保证具有非空核心。邓小铁和 Papadimitriou[17]  设

计了一个基于网络流的有效算法，去判定任意一个结果是否在核心内。

相比之下，如果权重可以为负数，则确定核心是否为空是 NP 完全问

题，而检查特定结果是否在核心中是 co-NP 完全问题[17]  。此外，Greco

等人[18]  最近表明，检查一个结果是否在核中是Δ2
𝑝
-完全问题，而检查

一个结果是否在谈判集中是𝛱2
𝑝
-完全问题。邓小铁和 Papadimitriou[17]  

表明，导出子图博弈可以使用高效的算法计算 Shapley 值。 

7.2.2.2 网络流博弈（Network Flow Games） 

在网络流博弈[19]  [20]  中，局中人是起点为 s 和终点为 t 的网络中

的边，即边集𝐸。每个边（局中人）𝑒 ∈ 𝐸都具有一个正整数容量𝑐𝑒，

表示它可以承载多少流量。联盟𝐶的价值𝑣(𝐶)是仅使用𝐶中的边从 s 到

t 可以发送的最大流量。Granot 和 Granot[21]  研究了该类博弈的几个

与稳定性相关的解概念。随后，邓小铁等人[22]  表明，在单位容量的

情况下，可以有效地计算网络流博弈的核心，但在一般情况下是困难

的。 

Bachrach 和 Rosenschein[23]  引入网络流博弈的一个变种称为阈

值网络流博弈，其目的是从起点 s 发送至少 k 个单位到终点 t：如果

联盟可以承载大小为 k 的 s-t 流，则其价值为 1，否则为 0。随后由

Aziz 等人[24]  和 Resnick 等人[25]  进行了研究。Bachrach 等人[23]  表

明，在阈值网络流博弈中计算 Banzhaf 指数[8]  是#P-完全的。事实上，
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甚至判定一个玩家是否是无贡献者，也是计算困难的。但是，Bachrach

等人[23]  给出了在一些特殊的图类下，可以有效地计算 Banzhaf 指数。 

网络流博弈的另一个特例是指派博弈[26]  。在指派博弈中，局中

人是加权二分图的顶点。每个联盟的价值是其最大权匹配的大小。相

比于网络流博弈，指派博弈具有额外的结构，使其更易处理。Granot

和 Granot[21]  研究了指派博弈的稳定性，并展示了核心、核和核仁的

关系；后来他们的结果被用于设计一个多项式时间算法来计算分配博

弈中的核仁[27]  。匹配博弈[28]  是指派博弈的一种推广，其中图不需

要是二分图。Kern 和 Paulusma[29]  研究了这些博弈中核心、最小核心

和核仁的计算复杂性。 

7.2.2.3 最小费用支撑树博弈（Minimum Cost Spanning Tree Games） 

到目前为止考虑的所有博弈都是盈利博弈，即博弈中每个联盟的

价值都是正的，但最小费用支撑树博弈[30]  不同于所有其他博弈，因

为它们是费用分摊博弈而不是盈利博弈，即每个联盟的价值是非正的。

详细地，一个最小费用支撑树博弈由局中人集合𝑁、一个供应商 s、

一个完全权重图𝒢 = (𝑁 ∪ {𝑠}, 𝐸)和费用𝑐𝑖,𝑗组成。一个联盟𝐶的价值

𝑣(𝐶)为该联盟成员和 s 组成的点集形成的最小支撑树的花费。不难发

现，最小费用支撑树博弈的核心非空[31]  。然而，Faigle 等人[32]  -[33]  

表明，判定给定结果是否属于核心，并计算最小核心和核仁的问题是

NP 难的。 

7.2.3 合作博弈在多智能体系统中的应用 

在某些应用中，智能体需要合作并共享他们的联合工作价值。这

使得我们在某些情况下，可以利用合作博弈的结果来设计智能体。在

本节中，我们首先介绍了一个通用的应用—任务分配问题，面向这个

应用领域，许多多智能体系统的文献使用合作博弈对其进行研究。然

后，我们陈述合作博弈在多智能系统中其他领域的一些应用。 
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7.2.3.1 任务分配问题 

任务分配问题可以通过联盟形成问题轻松表示：局中人联盟负责

执行任务（或任务的子集），任务可能需要多个局中人才能执行。一

方面，执行复杂任务可能需要互补的专业知识，许多方法假设没有单

个局中人有执行复杂任务所需的全部专业知识[34]  -[37]  。在一般情况

下，任务可以分解为子任务，局中人能够执行子任务中的一部分任务。

另一方面，所有局中人都具备执行任务所需的必要能力或专业知识，

但它们本身没有足够的资源来执行任务。例如，机器人有能力在工厂

移动物体，但是需要多个机器人来移动重箱子[34]  [38]  。 

一般的任务分配问题可以描述如下：一个由局中人组成的联盟来

执行一个复杂的任务，联盟中的每个局中人在任务完成中扮演一个角

色（他们可能都有相同或互补的角色）。任务完成后将获得回报。与

任务完成相关的成本取决于联盟成员。联盟的价值是完成任务的净收

益（回报减去成本）。因此，任务分配问题可以看作是一个联盟形成

问题，其中联盟的价值仅取决于其成员。 

目前，针对该问题存在一系列研究：Shehory 和 Kraus[34]  研究了

任务之间存在偏序关系的任务分配博弈。Kraus 等人[35]  -[36]  考虑了

成本和时间相关联的模型。Abdallah 和 Lesser[38]  面向任务以顺序到

达且局中人存在层级关系的场景，学习论方法会使得任务分配更高效。

从计算复杂性角度审视任务分配问题，当每个局中人仅允许承担一项

任务时，该问题类似于集合划分问题；当每个局中人可以承担多项任

务时，任务分配问题和集覆盖问题相似。无论是哪种情况，这类问题

都被证明是 NP-困难的。 

7.2.3.2 其他领域 

联盟形式的智能体也被广泛地应用在许多其他应用领域，如信息

收集（Information Gathering）、机器学习等。在信息收集[39]  [40]  中，

一个智能体与本地数据库相关联。当智能体形成联盟时，为了信息查
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询，联盟中的所有智能体都必须合作：成员分享一些他们的私有数据，

例如依赖关系信息。如果一个智能体不合作，它将无法访问某些信息

模式，这些信息模式只有联盟成员才可以使用。智能体联盟形成可以

视为一个合作博弈的实例，其中每个智能体都试图最大化其预期效用。

针对该问题，Klusch 和 Shehory[39]  [40]  使用双边 Shapley 值来确定支

付分配和提出了一个以核为导向的解方案。 

在机器学习中，合作博弈的知识可以用于指导不同分类器的结果

组合，旨在提高分类的准确性。Aknine 和 Caillou[41]  以及 Plaza 和

Ontañón[42]  将这一思想应用于联盟形成设置中。例如，在 Plaza 和

Ontañón 的工作中，分类器可以形成委员会（即联盟）来对新物种进

行分类。每个分类器都有自己的专业知识、案例集，且使用基于情况

的推理解决分类问题。在他们的工作中，Plaza 和 Ontañón 展示了如

何决定何时需要联盟以及如何选择分类器形成联盟。 

7.2.4 结论 

在本章节中，我们主要介绍了合作博弈的基本知识和解概念以及

具有简洁形式的合作博弈模型，便于将多智能体系统中的问题抽象成

博弈问题。其次，我们简单列举了部分合作博弈在多智能体系统中的

应用。读者还可以参考书籍[43]  和综述[44]  了解更多合作博弈和多智

能体系统相关的知识。 

多智能体系统和合作博弈两个领域之间存在密切的关系。研究合

作博弈可以提高我们对多智能体系统中合作、协作和决策方面的理解，

从而更好地解决实际问题。 

7.3 公平分配 

公平分配是博弈论领域的一个重要问题，即把一组资源分给有权

获得这些资源的多个参与者，使每个参与者都能得到自己应得的份额。

这个问题出现在现实世界的各种场合，如遗产分割、合伙关系解除、

离婚协议、电子频率分配、机场交通管理和地球观测卫星的利用等。
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这是数学、经济学（尤其是社会选择理论）、争端解决等领域的一个

活跃研究领域。典型的公平分配算法是“分和选”。它证明了两个口味

不同的参与者可以分一块蛋糕，使他们都认为自己分到了最好的一块。

公平分配的研究可以看作是这一程序在各种更复杂环境中的扩展。公

平分配问题有很多种，取决于要分配的物品的性质、公平的标准、参

与者的性质及其偏好，以及评价分配质量的其他标准。由于其在工业

和社会方面的重要性，公平分配理论在过去十年中成为多智能体系统

和经济学的研究中心。并且随着人工智能领域的发展，公平分配理论

的相关研究变得更有现实意义并且更具应用价值。本章节主要对公平

分配领域的发展以及研究成果进行总结梳理。 

7.3.1 引言 

公平分配是一个古老的问题，其中最广为人知的“分与选”算法最

早可以在《圣经》中找到记载，有关公平分配的现代研究被认为是由

Steinhaus 于 1947 年在华盛顿特区计量经济学会的一次会议上发起的

[1]  。从那时起，经济学和数学领域的大量著作都致力于研究在参与

者之间公平分配资源的理论。最初，人们研究可分物体的公平分配问

题，并用“切蛋糕”问题来代指一系列可以分割的物品的公平分配问题。

在这个问题上，公平性主要体现在“无嫉妒”和“比例公平”。人们在这

一问题上也取得了一系列的研究成果：一个可分割的蛋糕的无嫉妒分

配（也是按比例分配）总是存在的，并且可以通过有界步骤找到[Aziz

和 Mackenzie][2]  。此外，效用相等的竞争均衡同时保证了无嫉妒和

帕累托最优[Varian][3]  。最近，人们开始关注不可分割的物品，部分

原因是在一些应用中，物品的分配本身就无法以分数形式进行，例如

在云计算环境中分配计算资源，以及在学校中为教师分配课程。在过

去十年中，计算机科学为公平分配问题提供了一个全新并且实用的角

度——算法公平分配。除了设计算法，计算机科学还带来了更多的理

念，如计算和通信复杂性，以及信息假设。公平分配算法已在现实世
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界中得到应用。例如，宾夕法尼亚大学沃顿商学院在课程分配中采用

了“课程匹配”算法，Spliddit 和 Fair Outcomes 等网站为人们提供了

公平分配算法的在线访问。 

此前有许多文章从不同的视角解释公平分配理论的问题。

Moulin[4]  从经济学的角度回顾了这一理论。Aleksandrov，Walsh[5]   

和 Suksompong [6]  分别关注在线公平分配和受限环境。Lang 和

Rothe[7]  、Walsh[8]  和 Aziz[9]  则从广义计算机科学的角度回顾了这一

问题。本章节主要在以往文章的基础上加以总结梳理来介绍公平分配

问题的概念，经典的公平分配算法，以及后续可以进一步研究的问题。 

7.3.2 模型定义 

公平分配问题是由一个集合 M 和 n 个参与者来定义的。一个分

配就是将 M 分为 n 个不相交的子集：𝑀 =  𝐴1 ∪ 𝐴2  ∪  ⋯ ∪  𝐴𝑛，

并且使每一位参与者得到一个子集。其中集合 M 有两种类型：  

（1）M 是包含不可分物体的有限集合。例如：𝑀 = {钢琴, 房子, 

汽车}。这类物品必须整体的分给某一个参与者而不能分割。 

（2）M 是一个无限集，代表一种可分割的资源，例如：金钱或

蛋糕。在数学上，可分割资源通常被建模为实数空间的一个子集，比

如，[0,1]。可以把它理解为一个狭长的蛋糕，它必须被切成平行的几

块，来分给每位参与人。 

定义 1（可分割物品的分配）人们通常用“切蛋糕”问题来代指可

分割物品的公平分配问题。该问题涉及一种异质资源，如带有不同配

料的蛋糕，假定这种资源是可分割的：可以任意切成小块而不破坏其

价值。该资源必须在所有参与者之间进行分配，这些参与者对蛋糕的

不同部分有不同的偏好：例如，有些人喜欢巧克力配料，有些人喜欢

樱桃，有些人只想要尽可能大的一块。分配应该是一致公平的：每个

参与者都应该得到他或她认为公平的一份。我们用𝑉𝑖(𝐴)( [0, 1]  →

 𝑅)代表第𝑖个参与人对于 A 的估值。每位参与者的估值函数是不同



中国人工智能系列白皮书 

 187 

的，但每位参与者的估值函数都满足以下性质： 

可加性：𝑉𝑖(𝑋)  + 𝑉𝑖(𝑌)  =  𝑉𝑖(𝑋 ∪ 𝑌)。 

标准性：𝑉𝑖([0, 1])  =  1。 

可分性：∀𝜆 ∈  [0, 1] and 𝑋, ∃𝑌 ⊆  𝑋 𝑠. 𝑡. 𝑉𝑖(𝑌) =  𝜆𝑉𝑖(𝑋) 。   

定义 2（不可分割物品的分配）在不可分割物品的分配中，我们

将由 m 个不可分割的物品组成的集合𝑀 =  {1, 2, 3, ⋯ , 𝑚 }分配给

n 个参与者𝑁 =  {1, 2, 3, ⋯ , 𝑛}。分配由 n 个 M 的子集表示𝐴 =

 (𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑛)。每位参与者得到一个子集。 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗  =  ∅ for all 𝑖 ≠

 𝑗 𝑎𝑛𝑑 ∪𝑖 ∈ 𝑁  𝐴𝑖  =  𝑀。如果 ∪𝑖 ∈ 𝑁  𝐴𝑖  ≠  𝑀，则得到的是一个

部分分配。每一位参与者都有一个估值函数𝑉𝑖：2𝑀 →  𝑅。不同参与

者的估值函数不同。  

除了按照物品是否可以分割区分以外，还可以按照被分割的物品

是否是同质的来进行区分，例如，钱是同质的，我们只关心数量的不

同；蛋糕是异质的，因为我们对蛋糕的不同部分可能会有不同喜好。

此外，根据参与者对被分配的物品的喜恶也可区分，例如，货物（参

与者都希望得到）和家务（参与者都不希望得到）。在本章节中我们

主要介绍的是异质的，参与者都喜好的物品的分配。 

7.3.3 公平性 

公平分配的目标是计算出满足所需的公平标准的分配。如前文所

述，自早期的公平分配文献以来，主要有两个公平性概念，即“无嫉

妒”和“比例公平”。 

如果没有参与者认为另一个参与者得到了更好的分配，那么就可

以说这种分配是“无嫉妒”的。“无嫉妒”取决于参与者彼此之间的比较。 

定义 3（无嫉妒）一个分配是无嫉妒（EF）的，如果对任意的一

对参与人𝑖, 𝑗，有𝑉𝑖(𝐴𝑖)  ≥ 𝑉𝑖(𝐴𝑗) 。 

另一方面，如果每个参与者都能保证自己在总价值中占有一定比

例的份额，而与其他人的所得无关，那么这种分配就被称为比例公平
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分配。 

定义 4（比例公平）一个分配是比例公平（PROP）的，如果对每

个参与人都有𝑉𝑖(𝐴𝑖)  ≥  𝑉𝑖(𝑀) / 𝑁。 

根据定义易得如果一个分配是无嫉妒的，那么这个分配也是比例

公平的，反之则不然。通过例 1 我们可以更好的理解无嫉妒分配和比

例公平分配。 

例 1 考虑有三个参与者和四个不可分的物品的例子。每个参与

者对不同物品的估值如表 1。 

 

 

表 3-1：例 1 中参与者对不同物品的估值。其中，第 i 行，第 j 列的值表示

参与者𝒂𝒊对物品𝒈𝒋的估值 

 

分配𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3} 是无嫉妒的，其中𝐴1  =  {𝑔2, 𝑔3}, 𝐴2  =

 {𝑔4}, 𝐴3  =  {𝑔1}。参与者 1 不会嫉妒，因为𝑉1(𝐴1)  =  12 >

 𝑉1(𝐴2)  =  8 >  𝑉1(𝐴2)  =  10 。参与者 2 不会嫉妒，因为

𝑉2(𝐴2)  = 𝑉2(𝐴1) = 𝑉2(𝐴3) = 10。参与者 3 也不会嫉妒，因为，

𝑉3(𝐴3)  = 𝑉3(𝐴1) = 𝑉3(𝐴2) = 10。所以分配 A 是无嫉妒分配。 

尽管例 1 中存在无嫉妒分配，但在分配不可分割的物品时，无嫉

妒和比例公平分配并不总是存在。最简单的例子是两个参与者和一个

单一物品的情况，两个参与者都希望得到该物品。但由于只有一个参

与者最终能得到该物品，另一个参与者得到的价值为零，他就会嫉妒

得到了该物品的参与者，并且他也没有得到他应得的份额。尽管不可
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分割的物品的公平分配存在这种不可能性，我们仍然有兴趣关注无嫉

妒或者比例公平分配是否存在。不幸的是，事实证明，即使是判断一

个实例是否存在无嫉妒或比例公平分配的问题都是 NPC 的[Lipton 

等人][10]  。因此对于不可分割的物品，我们对上述两个概念进行了

多种松弛定义。 

定义 5（EF1）一个分配是 EF1 分配，如果对每一对参与者𝑖，𝑗 ∈

 N，都有： ∃𝑔 ∈  𝐴𝑗 , 𝑉𝑖(𝐴𝑖)  ≥ 𝑉𝑖(𝐴𝑗\{𝑔})。 

例 2 为了方便理解 EF1 以及后续相关的定义，我们考虑一个有

3 个参与者和 5 个不可分割的物品的简单例子。每个参与者对不同物

品的估值如表 2: 

 

表 3-2：例 2，例 3，例 4 的估值表 

在例 2 中不存在任何“无嫉妒”或“比例公平”分配。因为在任何比

例公平分配中，参与者𝑎3 必须至少得到 {𝑔1} 或 {𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 , 𝑔5}。

在后一种情况下，𝑎1和𝑎2中至少有一个会得不到任何物品。而在前一

种情况下，𝑎1必须至少得到其余四种商品中的三种，𝑎2必须至少得到

两种，这是不可能的。另一方面，我们发现分配𝐴1 = {𝑔3, 𝑔4}，𝐴2 =

{𝑔2, 𝑔5}，𝐴3 = {𝑔1}是 EF1 的分配：𝑎2和𝑎3并不嫉妒其他参与者，而

且𝑎1对𝑎2和𝑎3的嫉妒可以通过移除来消除。分别从𝐴2中删除𝑔5、从𝐴3

中删除𝑔1，就可以消除𝑎1对𝑎2和𝑎3的嫉妒。 

通过例 2 我们可以看到，EF1 条件即使在参与者的估值函数是单

调的情况下（参与者们对物品的偏好序列是相同的）也是很容易就能

实现的。事实上，在很多情况下 EF1 是一个非常弱的公平的概念。因

为在与另一个参与者做比较时即使被移除掉的是价值很高的物品（例
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如，房子，车子），我们仍然认为公平。例如，在例 2 中，从𝑎1的视

角来看，想要达到 EF1 的要求，𝑎1需要移除估值很高的物品才能实现

不嫉妒其他参与者。这一结果看起来似乎并不公平。因此，需要一个

约束更强的更加公平的评判标准来判断分配是否公平。 

定义 6 （EFX）一个分配是 EFX 分配，如果对如果对每一对参

与者𝑖，𝑗 ∈ N，都有： ∀𝑔 ∈  𝐴𝑗 , 𝑉𝑖(𝐴𝑖)  ≥ 𝑉𝑖(𝐴𝑗\{𝑔})。 

例 3 回顾在例 2 中得到的分配𝐴1 = {𝑔3, 𝑔4}，𝐴2 = {𝑔2，𝑔5}，

𝐴3 = {𝑔1}。这个分配不是一个 EFX 的分配。因为即使𝑎2除掉𝑔2, 𝑎1

仍然会嫉妒 a2。不过，我们可以更改分配为 B1 = {𝑔4，𝑔5}，B2 = {𝑔2，

𝑔3}，B3 = {𝑔1}。在这种分配下，𝑎1对𝑎3的嫉妒可以通过从𝐵3中移除

𝑔1来消除，而𝑎2对𝑎1的嫉妒可以通过从𝐵1中移除𝑔4来消除。 

与 EF1 不同，EFX 分配的存在性是一个具有挑战性的开放问题。

Procaccia [11]  将其称为“公平分配最神秘的问题”。在过去几年中，一

系列工作部分或近似地解决了这个问题。除了上述我们介绍过的 EF1

和 EFX 两种松弛的公平分配的概念以外，离散的公平分配中一个被

广泛研究的公平概念是最大最小共享公平（maximin share fairness），

是由 Budish [12]  提出的。这个概念可以看作是对著名的“分和选”方

法原理的概括。这个概念确保了在最差情况下能保持的最好的分配。

是对比例公平的松弛定义。 

定义 7（MMS） 𝒜n(M)是把𝑀分给𝑛个参与者的所以可能的分配

的集合。分配 A 是 MMS 分配，如果对于∀𝑖 ∈  𝑁, 有： 

𝑉𝑖(𝐴𝑖)  ≥  𝜇𝑖
𝑛(𝑀)  =  𝑚𝑎𝑥

𝐵 ∈𝒜𝑛(𝑀)
𝑚𝑖𝑛
𝑆 ∈𝐵

𝑉𝑖(𝑆)。 

例 4 我们回顾例 2，例 3 得到的两个分配。通过表 2，可以得到：

𝜇1
3(𝑀)  =  6，𝜇2

3(𝑀)  =  7，𝜇3
3(𝑀)  =  6。因此 B1 = {𝑔4，𝑔5}，B2 

= {𝑔2，𝑔3}，B3 = {𝑔1}。是 MMS 分配。而𝐴1 = {𝑔3, 𝑔4}，𝐴2 = {𝑔2，

𝑔5}，𝐴3 = {𝑔1}并不是 MMS 分配。因为𝑉1(𝐴1)  =  4 <  6, 因此例

2 的分配不是 MMS 分配。  
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计算 MMS 分配，甚至计算一个参与者的最差情况下的最好份额

都是 NP-hard 问题。自 MMS 分配概念提出以来，它的存在一直是一

个非常有趣的开放性问题。Kurokawa 等人[2018, 2016][13]  -[14]  最终

给出了否定的答案，他们证明了当存在两个以上参与者时，MMS 分

配并不总是存在。不过可以计算近似的 MMS 分配。 

7.3.4 可分割物品的公平分配  

如前文所述，对于可分割的物品在探究公平性时主要考虑的是无

嫉妒分配和比例公平分配。相比于比例公平分配，无嫉妒分配的实现

更加困难也更具挑战性，大量研究者致力于此方面的研究。本节主要

介绍可分割物品的无嫉妒分配的研究成果。 

“分和选”(Divide and Choose)是一种在两个参与者之间公平分配

蛋糕等可分割资源的方法。它涉及一种异质物品或资源（“蛋糕”）和

两个对蛋糕各部分有不同偏好的参与者。该方法过程如下：一人（“切

蛋糕者”）将蛋糕切成两块；另一人（“选蛋糕者”）选择其中一块；切

蛋糕者得到剩下的一块。这一程序自古以来就被用于在双方之间分配

土地、蛋糕和其他资源。 

“分和选”是无嫉妒分配：两个参与者中的每一个都能保证，根

据自己的主观喜好，无论另一个参与者做什么，自己分配到的份额至

少和另一个份额一样有价值。以下是每个参与者可以采取的行动：切

蛋糕的人可以把蛋糕切成他们认为相等的两块。然后，无论选择者做

什么，他们都会剩下一块与另一块同样有价值的蛋糕。选择者可以选

择他们认为更有价值的一块。这样，即使切蛋糕的人把蛋糕切成了很

不相等的两块（在选择者看来），选择者仍然没有理由抱怨，因为他

们选择了在自己看来更有价值的那一块。 

Selfridge-Conway Procedure 尽管两个参与者的无嫉妒分配十

分自然并且可以追溯到很古早的时期，三个参与者的无嫉妒分配却一

直困扰研究者们多年，直到 1960 年出现的 Selfridge-Conway 方法解
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决了这一问题。[15]  该方法的简单的流程示意如下： 

（1）参与者 1 将蛋糕三等分（按照他自己的喜好）。 

（2）参与者 2 选择跳过（如果他认为至少有两块蛋糕都是他最

喜欢的）。或者选择切割（将最喜欢的一块切割到与第二喜欢的一块

估值相等）。如果参与者 2 选择了跳过，则按照参与者 3，2，1 的顺

序依次取一块，此时分配完成。 

（3）如果参与者 2 选择切割，则按参与者 3，2，1 的顺序依次

取一块，并且参与者 2 取走被切割的一块（如果参与者 3 没有选择这

块）。此时，仅剩下被切割下去的部分还未分配。 

（4）参与者 2 或 3 中拿到没被切割的蛋糕的人作为新的切蛋糕

的人将未分配的蛋糕平均分成三块。然后按照：不是切蛋糕的人，参

与者 1，切蛋糕的人的顺序依次取一块。此时分配完成。 

该方法通过有限次的切割实现了在三个参与者的情况下的无嫉

妒分配。 

Stromquist Procedure 该方法是针对三个参与者的无嫉妒分配，

于 1980 年由 Walter Stromquist 提出，并以他的名字命名[16]  。该方法

的简单流程示意如下： 

（1）一把参照刀在蛋糕上从左到右移动，将蛋糕分为左右两部

分。 

（2）与此同时，三个参与者移动他们自己的刀将右半部分的蛋

糕按他们的喜好分为相等的两部分。 

（3）第一个叫停的参与者拿走左半部分的蛋糕。右半部分的蛋

糕被三个参与者中落在最中间的刀分成两块（X 和 Y）。剩下的两个参

与者中，如果没有一个人持有右半部分蛋糕中最中间那把刀则分别拿

走右半部分蛋糕中自己刀所在一侧的一块蛋糕（X 或 Y）。如果有人持

有右半部分蛋糕中最中间的那把刀则另一个人拿走右半部分蛋糕中

自己刀所在一侧的一块蛋糕（X 或者 Y），剩下的人拿走最后一块蛋糕
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（X 或者 Y）。 

每位参与者在这个过程中要根据自己的衡量标准，其他玩家不会

得到比自己更多的东西来叫停：始终握住你的刀，使其将右半部分蛋

糕分成在你眼中相等的两块（因此，你的刀最初将整个蛋糕分成相等

的两块，然后随着参照刀向右移动而向右移动）。当左边与你即将得

到的部分相等时，叫停（即如果你的刀在最左边，则当左边等于中间

时，叫停；如果你的刀在最右边，则左边等于右边时，叫停；如果你

的刀在中间，如果左边等于中间等于右边时，叫停）。 

尽管该方法的流程简单并且相较于 Selfridge-Conway方法更加易

于理解，但该方法假设了两人同时叫停的概率为零，假设了蛋糕无限

可分，在现实中不易于实现。 

可分割物品的公平分配问题一直深受关注，有大量相关研究。近

些年又有很大进展：例如，Aziz 和 Mackenzie 在 2016 年提出了四个

参与者的无嫉妒分配，并且只需 203 次切割。同年二人又提出了对于

n 个参与者，实现无嫉妒分配的操作次数的下界为𝛺(𝑛2)[17]  。 

7.3.5 不可分物品的公平分配 

由于在生活中并不是所有物品都是可分的，例如教师分配课程，

云计算资源的分配。不可分割的物品有很大的应用价值。因此最近的

研究对不可分割物品十分关注[18]  。在本节中，我们将介绍不可分物

品的公平分配方法。 

“分和选”（Divide and Choose）与之前可分割的物品的公平分配

类似，在只有两个参与者时，“分和选”方法十分直观并且有效。其

流程是让一位参与者将所有不可分割的物品分成两捆，让另一位玩家

去选择自己喜欢的一捆，剩下的一捆给第一个参与者。由于第一个参

与者获得的是剩下的一捆，因此他在分成两捆时的最优策略是： 

(𝑋1, 𝑋2) ∈ 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑎𝑥
(𝑆1,𝑆2)∈𝒜2(𝑀)

𝑚𝑖𝑛{𝑉1(𝑆1), 𝑉2(𝑆2)}. 

Plaut 和 Roughgarden[19]  证明，如果我们通过最大化(𝑋1, 𝑋2)中较
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小的捆的大小来打破平局，那么(X1, X2)对第一个参与者总是 MMS 和 

EFX 的。而对于第二个参与者来说，他选择的是他更喜欢的一捆，因

此对他来说这个分配是无嫉妒的。因此“分和选”方法是 EFX 和 MMS

分配。 

Sequential Allocation and Round-Robin 同样适用于不可分割物

品的平均分配的是顺序拣选分配算法[Brams and Taylor][20]  。Bouveret 

和 Lang[21]  对其进行了深入的研究和讨论。在这些方法中，参与者有

一系列的回合来挑选他们最喜欢的、未被他人挑选的物品。比较流行

的顺序拣选分配是 Round-Robin，其中挑选序列重复模式为1, ⋯ , 𝑛。

循环算法对不可分割的物品分配都是 EF1（但不一定是 EFX），但对

混合分配却不是。为此，Aziz 等人[9]  提出了双循环方法，该方法可

以给出针对混合分配的 EF1 分配。Amanatidis 等人[22]  和 Aziz 等人

分别设计了更多的挑选序列，以达到近似 MMS 公平性。 

Adjusted-Winner是另一种被广泛使用的在两个参与者的情况下

的公平分配方法。其原理是根据两个参与者之间估值的比率对物品进

行排序。例如： 

𝑉1(1)

𝑉2(1)
≥

𝑉1(2)

𝑉2(2)
≥ ⋯ ≥

𝑉1(𝑚)

𝑉2(𝑚)
 . 

并让参与者 1 从左侧开始选择一组连续的保证他是 EF1 的最小

物品集（剩余物品给参与者 2）。这样做的好处是确保了两个参与者之

间的高社会福利[Bei 等人][23]  。这种分配是 EF1 分配，但不一定是

MMS 或 EFX 分配。 

Envy-cycle Elimination 算法本质上是一种贪心算法，在每一轮

中，都会为一个参与者分配一个新物品[Lipton 等人][10]  。该算法的

核心在于通过参与者之间的物品交换，来确保参与者不会嫉妒别人或

者被人嫉妒。该算法基于一个“嫉妒图”，图中的节点对应于一个参

与者，如果参与者 i 对参与者 j 感到嫉妒，则在参与者 i 到参与者 j 之
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间连一条边。该算法的工作原理是，每一步都将一个未分配的物品分

配给一个不受任何其他参与者妒忌的参与者，即嫉妒图中入度为 0 

的节点。如果不存在这样的参与者，则图中必然包含一个有向循环。

那么就可以通过交换循环中的参与者的物品包来解决循环问题，即循

环中的参与者获得他指向的参与者的所持有的所有物品。当所有物品

都分配完毕时，算法终止。并且可以实现 EF1 分配[Lipton 等人][10]  。 

Bag-fifilling Algorithms 对于基于阈值的公平性（如 MMS）十分

有效。其原理是假设我们有一个袋子，并不断往里面添加物品，直到

某个参与者认为这袋物品已经足够好。然后，这个满意的参与者将袋

子拿走，算法对剩余物品重复上述过程。其难点在于如何为袋子选择

一个合适的阈值，从而使拿走袋子的参与者的近似值良好，并且给其

他参与者剩下足够多的物品。通过进一步的设计和分析，近似率可以

提高到 2/3[Garg 等人][24]  ，随后进一步提高到 3/4[Garg 和 Taki][25]  。

该方法对于 MMS 公平性，有很好的特性[Amanatidis 等人；Garg 等

人][24]  [26]  ，例如规模不变性和在相同排序实例（所有人对于物品的

喜好排序相同）上的简化。有趣的是，第二个特性表明，任何用于近

似相同排序实例 MMS 分配的算法都适用于一般实例，并保持相同的

近似率。利用这些特性，可以大大简化算法的设计。 

7.3.6 其他研究 

如上文所述，本文主要介绍的是异质的，参与者喜好的物品的公

平分配问题。我们着重于以可分割物品和不可分割物品两个类型来介

绍，并介绍了许多经典的公平分配算法。除此之外，公平分配还有许

多方向的研究。在过去的几年里，人们考虑了更为复杂的环境，给公

平分配算法的设计带来了新的挑战，例如：商品（参与者想要的物品）

和家务（参与者不想要的物品）的混合、参与者地位不对称（某些参

与者没有资格获得某些物品）、部分信息（设计算法时并不知道每位

参与者的真实估值，仅知道每位参与者对物品的偏好排序）和一般估
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值（物品之间可能出现可替代性，互补性。即两个物品的估值不一定

是可加的）等。在这些更复杂的情况下，公平分配算法的设计更加困

难，尽管近年来有许多在这些方面的研究，但仍然有许多开放问题等

待解决。 

除了更复杂的模型设定外，人们越来越关注在实现公平的同时尽

可能满足效率并且防止策略性行为。虽然找到福利最大化的分配是简

单的（将每个物品分配给估值最高的参与者），但在公平分配中找到

这样的分配却是 NP-hard 的[Barman 等人]。有一个有趣的研究问题

是，能否通过强制公平分配来约束福利的损失[Bei 等人；Barman 等

人][23]  [27]  。除了社会福利外，还有大量的有关公平与相对较弱的帕

累托最优之间的研究。Caragiannis 等人[28]  证明了纳什福利的最大化

是 EF1 和帕累托最优的。Barman 等人设计了一个计算 EF1 和帕累托

最优分配的伪多项式算法。多项式时间的算法仍是一个需要解决的难

题。在实际应用中，公平分配总会面临一些参与者的策略性行为。参

与者可能会虚假报告自己的估值来获得价值更高的物品。因此如何设

计一个算法让参与者都能真实的汇报自己的估值也是人们需要考虑

的问题。Amanatidis[26]  等人给出了在两个参与者的情况下真实汇报

的算法的特征。利用这些特征，人们得到了 EF1 和 MMS 等求解概念

的严格近似边界。对于任意数量的参与者，Amanatidis 等人[22]  和 Aziz

等人[5]  设计了真实汇报的近似算法，但严格边界仍是一个未知数。 

目前公平分配方向仍然有许多问题值得去思考和探索，并且随着

人工智能领域的发展，当机器可以作为参与者参加分配或者制定分配

规则时又有许多新的问题等待人们去解决。 

7.4 适当评分规则（Proper Scoring Rule） 

随着人工智能（Artificial Intelligence，AI）的快速发展，AI 已经

渗透到了人们日常生活的方方面面。从智能助手到自动驾驶汽车，从

金融预测到医学诊断，人工智能系统在各个领域都展现出了巨大的潜
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力。然而，在现实世界中，有许多决策问题都涉及多方的博弈，这就

不仅需要人工智能能够做出准确的预测，还需要其能够优化决策和决

定合理的行为。为此，博弈理论成为了研究人员和决策者必须探索的

重要领域之一。在博弈论中，适当评分规则（Proper Scoring Rule）的

引入为人工智能在博弈中的应用提供了有力的支持。本章节将深入探

讨适当评分规则在人工智能博弈中的关键角色，以及它对于促进合作、

奖励准确预测和优化决策的重要性。 

当决策者想要做出一个有关的决策（如对明日的天气进行预测），

就必须依赖于各个专家所提交的信息（如气象站或气象卫星报告的数

据）。评分规则（Scoring Rule）是衡量预测和观察结果之间关联的传

统技术。评分规则是适当（Proper）的情况则意味着，当专家报告一

个与他的信念相同的预测时，专家会最大化自身的预期分数。适当评

分规则所做的就是通过设置奖惩机制，从而鼓励各个专家提供准确且

诚实的预测。 

博弈论作为研究决策和交互的数学模型，为我们理解和解决博弈

问题提供了强大的框架。人工智能在博弈理论中的应用就涉及到了多

个智能体代理之间的交互，每个代理都在追求自身的利益最大化，并

且需要预测其他代理的行为和结果。在这种情况下，适当评分规则是

一种重要的机制，能够用于评估参与者的预测质量并且激励参与者提

供真实准确的预测。适当评分规则的核心思想是以概率为基础，对参

与者的预测进行评分。与常规的二元分类或离散预测不同，适当评分

规则鼓励参与者提供对于结果发生的概率的预测，以反映他们对不同

结果发生的置信程度。通过这种方式，适当评分规则能够捕捉到参与

者的不确定性，并对他们的预测质量进行客观评估。 

在决策过程中，预测是一项至关重要的部分，在社会中的方方面

面都有体现。在商业环境中，准确的供应链预测可以帮助企业规划生

产和库存，以满足消费者需求并避免库存过剩或缺货的问题。制造公
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司可以根据对原材料供应和消费者需求的预测来制定生产计划，确保

生产所需的物料和产品能够及时提供。在农业领域，天气预报对农民

的决策至关重要。根据预测的气候条件选择种植作物可以帮助农民最

大程度地利用土地和资源，提高农作物的产量和质量。通过准确预测

气象条件，农民可以采取相应的措施，如调整灌溉计划或施肥方案，

以适应预期的天气变化。在经济金融领域中，经济预测对决策者在制

定经济政策方面也至关重要。对国内生产总值、失业率等经济指标的

准确预测可以为政策制定者提供关键的数据和见解，帮助他们了解经

济的发展趋势，并采取适当的政策措施来促进经济增长和就业。这些

例子突显了预测在各个领域中的重要性。准确的预测可以为决策者提

供宝贵的信息和指导，帮助他们做出明智的决策，最大限度地提高效

率和盈利能力。 

7.4.1 适当评分规则的起源 

适当评分规则的早期的应用包括 Brier 于 1950 年在气象领域[1]  

和 Good 于 1952 年在主观贝叶斯领域[2]  的应用。该规则的概念可以

追溯到 1969 年 Winker 和 Murphy 所写的文章中[3]  ，他们在论文中对

优秀的预测专家的性质归结为两个方面，预测的质量与报告的真实性。

而适当评分规则的理论起源于 Dawid 在 1986 年，形成和评估概率预

测的一般性方法[4]  。其基本思想是开发一种方法，以激励预测专家

在提交预测时保持诚实，并且在实际的结果出现时评估提交预测的表

现。 

7.4.2 适当评分规则种类 

在适当评分规则发展的过程中，出现了很多不同的评分规则，如

对数评分规则、Tsallis 评分、Brier 评分、Bregman 评分、Survival 评

分、Hyvärinen 评分、组合评分、Pseudo 评分等[5]  。在不同的条件，

不同的情形下适用的适当评分规则也会不同，每个评分规则都有其特

点与优劣，本章节将会对不同类型的适当评分规则进行介绍。 
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适当评分规则在使用时会假设需要预测的目标的结果集X是一个

有限集（如X = {晴天，雨天}）。专家对需要预测的结果会有一个预测

P，而后需要提交预测报告Q，其表示了专家对于每一种结果发生的可

能性的预测（如Q = {0.2,0.8}）。之后，该机制会揭示真实的结果x（如

下雨）。最后则是需要选择合适的适当评分规则，对专家给出的预测

结果进行分配奖惩。我们的目的就是想通过选择设计适当评分规则，

使专家诚实提交自己的预测（即Q = P），并努力尽可能的准确预测。

假设我们关于结果的实际的信念是使用P来表示，则我们定义最小值

的 H(P): = S(P, P)是P的熵，D(P, Q): = S(P, Q) − H(P)则表示关于预

测Q与P之间的差异。μ是有关的结果集概率的潜在度量，使用p(∙)表

示密度dP/dμ。 

7.4.2.1 对数评分规则（Log Score） 

对数评分规则（log score）是一种用于衡量概率预测质量的评分

规则，是由 Good 在 1952 年提出的[2]  。它基于预测的概率分布和实

际观测结果之间的对数似然。对于二分类问题，对数评分可表示为真

实类别标签的对数似然概率。对数评分的核心思想是通过对数似然的

形式，将预测的概率分布与观测结果进行比较。对于准确的预测，对

数评分会得到较高的分数，反之则会得到较低的分数。因此，对数评

分鼓励预测者提供准确和可靠的概率预测。在 Good 的文章中，他强

调了对数评分的重要性，并将其作为一种评估主观概率分布质量的标

准。通过最大化对数评分，预测者可以寻找最佳的概率分布，以最大

程度地提高预测的准确性。 

对数评分规则是一种十分常用的适当评分规则，在很多情况下都

是有效的，但是在一些情况下也存在局限性。对数评分规则的优点十

分明显，该规则鼓励预测者提供准确的概率预测，而不仅仅是二元或

离散的预测，它能够将预测的概率分布与观测结果进行比较，使预测

者有动力提供更准确的概率估计。对数评分的缺点也十分明显，其对
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概率预测的质量非常敏感，尤其是对极端概率的预测。预测概率接近

0 或 1 的情况下，对数评分会变得非常大。这可能导致对一些极端预

测进行过分的惩罚，而不平衡地影响评分结果。同时，由于对数评分

对预测概率过高或过低的情况下，会给予较大的惩罚。从而可能导致

评分结果对概率分布的尾部预测更加敏感，而忽略了中间范围的概率

预测。对数评分规则的数学表达式如下： 

S(x, Q) = − ln q(x), 

P 的信息熵（Shannon Entropy）：H(P) = − ∫ dμ(y) ∙ p(y) ln p(y), 

KL 散度（Kullback-Leibler Discrepancy）： D(P, Q) = ∫ dμ(y) ∙

p(y) ln{p(y)/q(y)}。 

7.4.2.2 Tsallis 评分（Tsallis score） 

Tsallis 评分是基于 Tsallis 熵概念的一种评分方法，最早由物理学

家 Constantino Tsallis 于 1988 年提出[6]  。Tsallis 在该年发表的论文中

引入了 Tsallis 熵的概念，并探索了其在非平衡统计力学中的应用。随

后，Tsallis 熵被广泛应用于不同领域，包括信息论、概率论和复杂系

统的研究。在 1998 年 Basu 等人也提出了一个类似的评分方法叫做

Density power score[7]  。 

Tsallis 评分规则的数学表达式如下： 

S(x, Q) = (γ − 1) ∫ dμ(y) ∙ q(y)γ − γq(x)γ−1    (γ > 1), 

H(P) = − ∫ dμ(y) ∙ p(y)γ, 

D(P, Q) = ∫ dμ(y) ∙ p(y)γ + (γ − 1) ∫ dμ(y) ∙ q(y)γ

+ γ ∫ dμ(y) ∙ p(y)q(y)γ−1 。 

7.4.2.3 Brier 评分（Brier score） 

当 Tsallis 评分中的γ = 2时，该评分规则也被叫做二次评分
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（quadratic score）。对于更加特殊的二元情况来说（即结果集 X 只包

含两个量，0 和 1），可以看作是 Brier 评分规则。Brier 评分是一种常

用的适当评分规则，用于评估概率预测的准确性[1]  。它最早由 Glen 

Brier 在 1950 年提出，用于评估气象预测的准确性，后来被广泛应用

于其他领域，如概率预测、机器学习和数据科学等。Brier 评分的取值

范围在 0 到 1 之间，较小的 Brier 评分表示预测模型的概率预测与观

测结果更为一致和准确。当 Brier 评分为 0 时，表示模型的预测完全

准确，而 Brier 评分为 1 时，表示模型的预测完全不准确。Brier 评分

具有明确的数学解释，易于理解和解释。是一个用于衡量概率预测模

型的质量的可靠评估指标。然而，Brier 评分在处理极端概率预测时

存在一些限制，因为它对极端概率的预测较为敏感。 

Brier 评分规则的数学表达式如下： 

q: = Q(X = 1)， 

S(0, Q) = q2， 

S(1, Q) = (1 − q)2， 

H(P) = p(1 − p)， 

D(P, Q) = (p − q)2。 

7.4.2.4 Bregman 评分（Bregman score） 

在数学中，特别是统计学和信息几何学中，Bregman 散度或

Bregman 距离是衡量两个点之间差异的一种度量，它是通过严格凸函

数来定义的。Bregman 散度以俄罗斯数学家 Lev M. Bregman 的名字

命名，他于 1967 年引入了这个概念。Bregman 评分就是以此为基础

发展而来的。设φ：ℝ+ → ℝ是凸且可微的，相关的 Bregman 评分如

下： 

S(x, Q) = −φ′{q(x)} − ∫ dμ(y) ∙ [φ{q(y)} − q(y)φ′{q(y)}]。 

当p = p(y), q = q(y)，可得： 
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H(P) = − ∫ dμ(y) ∙ φ(p), 

D(P, Q) = ∫ dμ(y) ∙ [φ(p) − {φ(q) + φ′(q)(p − q)}]。 

由于φ的凸性质，因而上面的被积函数D(P, Q)是非负数，所以

Bergman 评分是适当的评分规则。当φ(p) = p ln p时，该评分规则等

价于对数评分规则；当φ(p) = pγ时，该评分规则等价于 Tsallis 评分

规则；当φ(p) = (2p2 − 1)/4时，该评分规则等价于 Brier 评分规则。 

7.4.2.5 Survival 评分（Survival score） 

Survival 评分是在 Bergman 评分上的一个变种，其考虑了冒险函

数（hazard function） 𝜆𝑄(𝑥): = 𝑞(𝑥)/{1 − 𝐹𝑄(𝑥)}，其中𝐹𝑄(𝑥) = 𝑄(𝑋 ≤

𝑥)，X 代表了直到事件发生之前的时长。假设 X 是非负的，可能在时

间 C 会发生事件（如：结束、死亡、取消等不同情况下的事件），C ≤

∞。可以得到M = min{C, X} , Δ = 𝕝(X ≤ C)。假设φ：ℝ+ → ℝ是凸且可

微的，γ(λ): = λφ′(λ) − φ(λ)，则 Survival 评分如下： 

S{(m, δ), Q} = ∫ du ∙ γ{λQ(u)} − φ′{λQ(m)}δ
m

0

。 

7.4.2.6 Hyvärinen 评分（Hyvärinen score） 

Hyvärinen 评分是一种用于多分类问题的适当评分规则，目的是

评估概率预测的准确性。它由芬兰统计学家 Aapo Hyvärinen 于 2005

年提出[8]  。Hyvärinen 评分的取值范围在负无穷到 1 之间，较接近 1

的 Hyvärinen 评分表示预测模型的概率预测与观测结果更为一致和准

确。与 Brier 评分类似，Hyvärinen 评分也是一种可靠的评估指标，用

于衡量多分类概率预测模型的质量，并在不同模型之间进行比较和选

择。相比于Brier评分，Hyvärinen评分在处理多分类问题时更为通用，

可 以 用 于 评 估 多 个 类 别 的 概 率 预 测 质 量 。 设 X ∈ ℝk ， ∇

表示梯度，Δ 为在 X 上的拉普拉斯算子∑ ∂2/(∂xi)
2k

i=1 ， 可 得 到

Hyvärinen 评分的数学表达式： 
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s(x, Q) = Δ ln q(x) +
1

2
|∇ ln q(x) |2 = Δ√q(x)/√q(x)。 

在分式积分时可以忽略边界项的条件下，我们可得： 

S(P, Q) =
1

2
∫ dμ(y) ∙ 〈∇ ln q(y) − 2∇ ln p(y) , ∇ ln q(y)〉, 

H(P) = −
1

2
∫ dμ(y) ∙ | ∇ ln p(y) |2, 

D(P, Q) =
1

2
∫ dμ(y) ∙ | ∇ ln p(y) − ∇ ln q(y) |2。 

由于在Q ≠ P 时 D(P, Q) > 0，所以 Hyvärinen score 是一个严格适

当（Strictly proper）的评分规则，严格适当意味着专家对预测结果进

行谎报的时候的收益会小于诚实汇报结果的收益。 

7.4.2.7 组合评分（Composite score） 

组合评分并不是一个特定的评分规则，而是指将多个评分规则或

指标组合在一起形成综合评分的方法。这种组合通常是通过加权或其

他组合方式，将不同的评分规则或指标结合起来，以综合评估模型或

系统的性能。组合评分的优点是可以综合考虑不同评分规则或指标的

优势，从而更全面地评估模型的性能。通过合理的组合方式，可以获

得更准确和客观的评估结果。然而，组合评分的缺点是在选择权重或

组合方式时需要进行合理的权衡和判断。不当的组合可能导致评估结

果失真或不准确。组合评分的目的是更全面地评估模型的性能，并考

虑多个方面的表现。常见的组合评分方法包括：加权平均，给定不同

评分规则权重，通过加权平均的方式将它们组合起来，得到综合评分；

加权求和，类似于加权平均，但是采用求和的方式组合不同评分规则

的分数；逻辑组合，使用逻辑操作符（如 AND、OR）将多个评分规

则组合在一起，形成一个逻辑判断；机器学习方法，使用机器学习算

法，如随机森林或梯度下降等，将多个评分规则组合起来，得到综合

评分。组合评分例子： 
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S(x, Q) = ∑ Sk(xk, Qk)

k

。 

7.4.2.8 Pseudo 评分（Pseudo score） 

Pseudo 评分是一种在贝叶斯统计学和概率预测中使用的评分方

法，用于评估概率预测模型的准确性。在机器学习的概率预测领域中，

通常会使用训练数据来训练模型，并使用该模型对未知数据进行概率

预测。在这种情况下，我们无法得知未知数据的真实概率分布，因此

无法直接应用适当评分规则来评估模型的预测准确性。Pseudo 评分

能够通过使用模型预测的概率分布和实际观测结果之间的差异来评

估模型的准确性。Pseudo 评分的计算方式与 Brier 评分较为类似，但

有一个重要的区别：Pseudo 评分使用了模型预测的概率分布作为概

率预测的代理，而不是真实的概率分布。这使 Pseudo 评分成为在缺

少真实概率分布的情况下评估模型准确性的一种方法。尽管 Pseudo 

评分提供了一种在贝叶斯统计学和概率预测中评估模型的方法，但它

也有一些限制，由于 Pseudo 评分使用了模型预测的概率分布作为代

理，所以它可能受到模型自身的偏差影响。因此，在应用 Pseudo 评

分时需要谨慎使用，最好能够结合其他评估方法来综合考虑模型的性

能和表现。 

7.4.3 适当评分规则的应用 

适当评分规则在各个领域都有广泛的应用。在气象学中，对数评

分和 Brier 评分在气象学中被广泛用于评估气象预测的准确性。在概

率预测领域中，对数评分、Brier 评分和 Hyvärinen 评分等适当评分规

则在概率预测中常被应用。例如，在事件发生概率预测、股票价格波

动预测等场景中，使用适当评分规则可以衡量预测模型的准确性和可

靠性。在人工智能和机器学习领域，对数评分和 Brier 评分等适当评

分规则经常用于评估分类和回归模型的性能以及用来衡量模型的预

测准确性，以选择最优的模型。在医学领域，医学诊断模型的准确性
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可以通过适当评分规则进行评估，帮助医生做出更可靠的诊断。在金

融市场和经济领域，适当评分规则可以用于评估预测模型对股票价格、

汇率和经济指标等的预测准确性，帮助投资者和政策制定者做出决策。

在环境监测和气候变化研究中，适当评分规则可以用于评估模型对环

境变量和气候趋势的预测性能。 

在近期也有很多的文献使用适当评分规则方法对问题进行求解。 

苏炜杰在 2020 年对适当评分规则进行了一些讨论[9]  。文章主

要讨论了在某些情况下，评审人员可能给出带有噪声的评分，评分会

用于选择高质量项目（例如，对大型会议论文进行同行评审）。而项

目的所有者可能了解这些项目的真实得分，但是却没有提供这些信息。

为了解决信息的保留问题，文章设计了 Isotonic Mechanism 方法，通

过利用项目所有者愿意提供的特定信息来改进评审人员提供的不精

确原始评分。该机制使用项目的所有者提供其所拥有的所有项目从好

到差的排名和评审人员提供的各个项目的原始评分作为输入，通过解

决凸优化问题报告项目的调整评分。在一定条件下，证明了项目所有

者的最优策略是诚实地按照其所知道的项目质量排序报告项目的真

实排名，以最大化预期效用。此外，还证明了这种由项目所有者辅助

的机制提供的调整评分确实比评审人员提供的原始评分更准确。 

Papireddygari 和 Waggoner 在 2022 年讨论了委托人和代理人签

订合同相关的问题[10]  。其中代理可以获取到一些委托人接触不到的

信息，而委托人只能观测到最后的结果。本文的核心内容就是为委托

人设计合同，从而通过设计的合同激励代理人去积极的进行工作。总

体而言，这篇文章通过适当评分规则的运用，研究了涉及信息获取的

合同设计问题。通过这种方法，作者能够解决代理在信息不对称的情

况下的道德风险和激励信息获取的问题。研究结果为特定情况和一般

问题提供了新颖而高效的解决方案，对于实际合同设计和信息获取的

决策具有重要意义。 
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Chen 和 Hartline 在 2023 年研究了在线上题库抽题的考试中更公

平的结果打分的评分算法[11]  。在随机考试中，每个学生会被随机选

取来自一个庞大的题库的一小部分问题进行回答，但是问题有的困难

有的简单，所以抽到困难问题的学生相比较而言可能会获得更差的成

绩。目前使用的主要的评分规则是简单平均法，即通过对每个学生回

答的问题得分进行平均，来计算学生成绩。这种评分方法在理论的预

期上是公平的，但在实际的情况下可能不公平。为了解决公平评分问

题，该文章采用了最大似然估计来处理 Bradley Terry-Luce 模型在学

生和问题在图上的情况。通过数学分析，证明了当每个学生回答的问

题数量至少为学生数量的三次开根时，最大似然估计方法得到的结果

与真实结果十分接近。这个研究结果对于评估和改进随机考试的评分

方法具有重要的应用价值。 

7.4.4 总结 

在人工智能的博弈理论中，适当评分规则发挥着关键的作用，为

决策者提供了准确预测和合理行为的激励机制。通过引入适当评分规

则，人们能够促进合作、提高决策效率，并为博弈参与者建立公平的

竞争环境。尽管在实践中仍然存在挑战，但通过深入研究和应用适当

评分规则，我们可以在博弈理论领域推动人工智能发展，为社会带来

更多的收益和机遇。通过对适当评分规则的应用，可以实现更智能、

公平和高效的人工智能系统，为我们面临的复杂决策问题提供更好的

解决方案。 

 

7.5 社会选择与投票 

社会选择与投票（Social Choice and Voting）是一个关注将个人偏

好汇聚成集体决策的方向，具有广泛的应用领域，例如选举候选人、

制定公共政策、确定设施选址等领域。特别是一些与人工智能相关的

应用案例，如选举预测、投票系统优化、排序与推荐、合理化决策。
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选举预测：人工智能可以利用大数据分析和机器学习算法，对选民的

行为和意见进行预测。通过分析社交媒体数据、民意调查等信息，人

工智能可以预测候选人在选举中的表现，并帮助政治家和策略家制定

更有效的竞选策略。投票系统优化：人工智能可以改进传统投票系统

的效率和公正性。例如，在电子投票系统中，人工智能可以确保数据

的安全性和完整性，减少潜在的欺诈和干扰。排序与推荐：在某些场

景中，人工智能可以帮助对候选选项进行排序和推荐。通过分析参与

者的历史偏好或行为，人工智能可以推荐最有可能受欢迎的选项，从

而影响决策的结果。合理化决策：人工智能还可以用于研究社会选择

理论中的决策规则和机制设计。通过模拟和仿真不同的决策机制，人

工智能可以帮助评估其公平性、稳定性和效率，并提供改进意见。 

下面将从三个方面介绍社会选择与投票：经典的投票规则；该方

向的一些重要结论；与开放问题与作出总结。 

7.5.1 经典投票规则 

7.5.1.1 多数投票（Plurality voting） 

在多数投票（Plurality voting）中，每位选民选择自己最喜欢的候

选人，然后获得最多选票的候选人获胜（在一些情况下可能有打破平

局的规则）。这是一种常见的投票方式。但是，这种简单的方式在某

些情况下可能导致较差的结果，即当选的候选人可能是大多数人最不

受欢迎的候选人。考虑以下情况，45%的人口偏好为 A>B>C，30%的

人口选择 B>C>A，25%选择 C>B>A，因此在多数选票规则下 A 将获

胜。然而，A 是 55%的人口中最不受欢迎的，也就是如果他与其他两

位候选人进行一对一的竞争，他将会以巨大的劣势落败。 

7.5.1.2 决胜选举（Runoff elections） 

针对上面的情况，我们可以考虑使用决胜选举（Runoff 

elections）的方式去克服掉这个缺点。如果在第一轮投票中没有候

选人获得多数票（50%以上），那么得票最多的两位候选人将在第二轮
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竞争。这种制度在印度、巴西和法国等许多国家得到应用。在第二轮

选举中，选民有机会在第一轮胜出的两位候选人之间做出更加明智的

选择，从而确保最终胜出的候选人能够获得绝对多数的选票。然而，

这种方法在策略上也是脆弱的。如果某些选民知道偏好的分布，他们

可以隐藏他们的真实偏好，从而导向他们想要的结果。 

7.5.1.3 赞同投票（Approval Voting） 

下面介绍赞同投票（Approval Voting），在赞同投票中，每个选民

可以选择支持一个或多个候选选项，而不是只能选择一个。选民可以

对他们喜欢的候选选项投出“赞成票”，而对不喜欢的候选选项则不

投票或投出“反对票”。在计票过程中，获得最多“赞成票”的候选

选项将成为胜者。这意味着选民对所有候选选项的偏好不再受限于只

能选择一个，而是可以根据他们的真实偏好选择支持多个候选选项。

赞同投票的优点是它的简单性和易于理解。选民只需要简单地标记他

们喜欢的候选选项，而不需要复杂的排名和计算过程。这使得投票过

程更加快捷和高效。此外，赞同投票有助于减少策略性投票的问题。

由于选民可以选择多个候选选项，他们不需要担心投票给次选候选选

项会损害他们最喜欢的候选选项的机会。这样，选民可以更自由地表

达自己的真实偏好，而不必考虑其他选民的投票。 

7.5.1.4 Copeland rule 

下面介绍 Copeland rule，Copeland rule 是社会选择理论中的一种

决策规则，用于将个体的偏好转化为集体决策。它于 1951 年提出的，

是一种简单而有效的社会选择方法。在 Copeland rule 中，每个候选选

项都将与其他候选选项进行两两比较。对于每一对候选选项，如果一

个候选选项在所有个体中都被排在首位的次数多于另一个候选选项，

则该候选选项获胜。换句话说，候选选项获胜的票数等于其在所有个

体中击败其他候选选项的次数之和。然后，通过计算每个候选选项的

胜出票数，选出胜者作为集体的决策结果。Copeland rule 的优点是简
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单易懂，易于计算。它不需要个体提供详细的偏好排名，只需进行两

两比较即可。此外，Copeland rule 可以比较全面地反映个体对候选选

项的相对喜好程度，而不仅仅是首选选项。 

7.5.1.5 Borda Count 

另一种熟知的投票规则 Borda Count，即每个候选选项被赋予一

个分数，该分数由每个选民对候选选项的排名来决定。假设有𝑚个候

选选项，当一个候选选项被排在第一位时，它将获得𝑚 − 1分数；当

一个候选选项被排在第二位时，它将获得𝑚 − 2分数，以此类推，当

一个候选选项被排在最后一位时，不获得分数。然后，对每个候选选

项的分数进行累加，得分最高的候选选项将成为集体的决策结果。 

7.5.1.6 Ranked Pairs rule 

下面考虑 Ranked Pairs rule[9]  ，也称为 Tideman's Rule，是社会选

择理论中的一种决策规则，在该规则中，每个选民对候选选项进行排

名，然后根据这些排名构建一个"优先关系图"。优先关系图表示候选

选项之间的相对优先关系，其中一个候选选项被另一个候选选项击败

的次数多于被击败的次数，那么这个候选选项在图中将排在前面。然

后，通过对优先关系图进行"排名对"的排序，来得出最终的集体决策

结果。排名对是指两个候选选项之间的一对关系，其中一个候选选项

被另一个候选选项击败的次数用来进行排序。具体的计算步骤如下：

首先对每个选民的排名进行比较，构建优先关系图。然后对优先关系

图中的排名对进行排序，按照被击败次数从高到低进行排序。接着逐

步添加排名对到集合中，但要确保不会形成环状的优先关系，即不能

存在一个候选选项击败另一个候选选项，而后者又击败了前者。最终，

得到一个稳定的排序，它反映了集体的决策结果。Ranked Pairs 规则

的优点是它具有较强的稳定性和传递性，而且不容易受到策略性投票

的影响。此外，它能够有效地处理候选选项的数量较多的情况。 
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7.5.1.7 Single Transferable Vote 

考虑 Single Transferable Vote（简称 STV），也被称为单记转移选

票制，是一种用于多选区的选举方法。STV 是一种复杂而灵活的投票

系统，旨在更好地反映选民的多样化偏好。在 STV 中，选民可以根

据自己的喜好对候选人进行排名。每个选民可以选择多个候选人，并

对这些候选人进行顺序排名。选民可以选择喜欢的候选人作为首选，

其次是第二喜欢的候选人，以此类推。选民的排名可以包含多个候选

人，也可以只有一个。选举过程中，首先计算每个候选人的首选票数。

如果某个候选人获得了超过设定的当选门槛（通常是候选人数目的一

定百分比），他们将直接当选。然后，将多余的票数从已当选的候选

人中剥离出来，并将这些票数按照选民的第二选择分配给其他候选人。

这个过程将继续进行，直到所有席位都被填满。STV 的主要优点是它

能够更好地代表选民的意愿，允许选民在多个候选人之间表达复杂的

偏好。它减少了"浪费票"现象，即投给无可能当选的候选人的票数没

有价值。此外，STV 有助于增加多样性和包容性，因为它能够容纳不

同政治观点和少数群体的声音。 

7.5.1.8 Random Dictatorship 

Random Dictatorship（随机独裁机制），它是社会选择理论中的一

种简单的决策规则。尽管这个机制在理论上被认为是不太公正和有效

的，但由于其简单性和易于实施，它仍然在某些情况下被用作决策的

方法。在 Random Dictatorship 机制中，假设有𝑛个选民和𝑚个候选选

项。每个选民都会被随机地指定为"独裁者"，也就是说，他们将是这

一轮决策的唯一决策者。然后，每个独裁者将独立地根据自己的偏好

来选择最喜欢的候选选项。整个过程中，每个选民只有一次机会影响

最终的集体决策，其他选民没有发言权。因此，整个机制的结果取决

于随机分配独裁者的过程，而不是基于全体选民的整体偏好。Random 

Dictatorship 机制的主要优点是简单和直观。它不需要复杂的计算或



中国人工智能系列白皮书 

 211 

投票过程，而且可以在较短的时间内得出结果。此外，它的实施成本

较低，适用于一些简单的决策场景。 

7.5.2 社会选择中的经典结论 

7.5.2.1 阿罗不可能定理 

要设计出一个优秀的投票机制是一件困难的事情。阿罗不可能定

理（Arrow's Impossibility Theorem）[1]  是由美国经济学家肯尼斯·阿

罗（Kenneth Arrow）于 1951 年提出的一项重要理论。这个定理涉及

社会选择理论，旨在探讨在特定条件下，如何将个体的偏好转化为集

体决策。阿罗不可能定理的核心观点是，不存在一种完美的社会选择

机制，能够满足所有合理的要求。换句话说，没有一种决策规则能够

在所有情况下将个体的偏好进行完美的汇聚，并得出符合所有公平性

标准的集体决策。虽然没有一种完美的决策规则可以满足所有的要求，

但通过深入理解阿罗不可能定理，我们可以更好地设计决策机制，使

其更加公平、合理和高效。 

7.5.2.2 Gibbard-Satterthwaite 定理 

Gibbard-Satterthwaite 定理[2]  [3]  也是社会选择理论中的一个重

要结果，该定理探讨了在特定条件下，不存在一种理想的社会选择机

制，能够避免潜在的操纵或欺骗。该定理的核心结论是，任何在三个

或更多候选选项上进行社会选择的机制，若要满足非独裁性（Non-

dictatorship）和独立性（Independence of Irrelevant Alternatives），那么

都会存在潜在的操纵或欺骗的可能性。这个定理揭示了社会选择的困

难，即无论采用何种机制，都无法完全消除操纵或欺骗的可能性。对

于多个候选选项的社会选择过程，个体可能会有动机通过改变自己的

选择来影响最终的集体决策结果，这可能导致不公平或非最优的结果。 

7.5.2.3 扭曲 

投票者的偏好通常被认为是通过效用函数来表示的，效用函数为

不同的选项分配数值，以表明一个人对某种可能结果相比另一种结果
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更喜欢的强度。虽然这种基本的效用结构很少有争议，但社会选择理

论中的主要挑战是从参与者那里获取的偏好信息有限；尤其是，他们

通常被要求提供对不同结果的顺序偏好排名。这主要是由于认知原因，

因为这样的比较排名更容易提供，而不是一个数字效用结构。由于偏

好的有限表达性，不可避免地导致信息的丢失。考虑社会福利最大化，

即所选结果的个人效用总和，我们如何才能做出正确的选择呢？如下

面的例子所示，有些情况下我们无法做到这一点。考虑一个简单的情

景，有两个结果 a 和 b。参投票者的顺序偏好是一半喜欢 a 而不喜欢

b，剩下的一半喜欢 b 而不喜欢 a。在这种情况下，仅基于这些顺序偏

好，就无法区分这两种结果，因此可以选择它们中的任何一种作为赢

家。因此，假设我们选择了结果 a 作为赢家。然而实际上一半投票者

对 ab 都不太在意的人，效用约为 1/2，而其余的投票者喜欢 b，若选

b 效用为 1，若选 a 则效用为 0。因此，参与者对获胜者 a 的总效用只

有大约𝑛/4左右，他们对 b 的效用是3𝑛/4，其中𝑛是参与者的数量。

这表明，a 显然不是最优选择，并且实际上只获得了一个与最优选择

相差 3 倍的社会福利近似。 

虽然上述例子清楚地表明选择使社会福利最大化的结果并不总

是可能的，但它并不能最终回答关于选择的最佳结果有多远的问题。

在最坏情况分析和近似算法原则的推动下，自 2006 年以来，Procaccia 

和 Rosenschein[4]  提出了“扭曲”（distortion）的概念，以衡量在社会

选择中总体基本目标的最坏情况恶化。我们将从一般化的社会选择理

论出发，过渡到空间中的社会选择。 

首先来看一般化的社会选择理论，考虑之前提及过的多数投票规

则，Caragiannis 和 Procaccia 表明[5]  ，该规则具有𝑂(𝑚2)的扭曲，其

中𝑚为候选者的数量，这个界限后来被证明在所有确定性投票规则中

是最好的[6]  。而另一种熟知的投票规则 Borda Count，该投票规则被

证明为扭曲是无界的[4]  。随机化已被证明是一种强大的可用于改进
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扭曲边界的方法，随机规则输出概率分布而非单一结果，是基于社会

福利的期望的。Boutilier 等人[7]  对随机规则的扭曲进行了研究，他们

设计了一种特殊的扭曲投票规则可达到𝑂(√𝑚 ∙ 𝑙𝑜𝑔∗𝑚)。此外，他们

还提出了一个更简单的规则，可实现了𝑂(√𝑚 ∙ 𝑙𝑜𝑔𝑚)：以 50%的概率

随机选择一个候选者，并以 50%的概率根据调和评分(1, 1/2, . . . , 1/𝑚)

来进行选择。 

当来到社会选择进入到空间中后，使用度量空间来表示候选选项

的偏好关系。度量空间是一个数学结构，用来描述候选选项之间的相

对距离和偏好强度。每个候选选项在度量空间中表示为一个点，而偏

好关系则由这些点之间的距离来体现。 

度量社会选择的关键是要定义合适的度量准则，以衡量不同候选

选项的优劣。这些度量准则可以包括距离度量、超平面分割等。通过

对度量空间中的点进行度量计算，可以得出集体决策的结果，以及评

估社会选择机制的性能和公平性。注意到，度量空间需满足三角不等

式。同样地考虑确定性规则，度量空间中社会选择的任何确定性投票

规则的扭曲至少为 3。Anshelevich 等人[8]  证明了 Copeland rule 有着

5 的扭曲。而 Ranked Pairs rule 被 Anshelevich 等人[8]  证明具有 3 的

扭曲，从而匹配上了之前所提到的下界。Skowron 和 Elkind[10]  说明

了 STV 方法的扭曲在𝑂(√𝑙𝑜𝑔𝑚)与𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑚)之间。若在度量空间中考

虑随机机制，如 Random Dictatorship（随机独裁机制），该规则被

Anshelevich 和 Postl[11]  证明具有3 − 2/𝑛的扭曲。随后，Kempe[12]  设

计了一种具有3 − 2/𝑚扭曲的规则，当𝑛大但𝑚较小时，表现将好于随

机独裁机制。虽然大部分工作一般输入完整的排名，但是也有一些工

作考虑不完整的顺序信息[13]  -[14]  。该方向也出现了一些有趣的机制，

如 2-Agree 机制：随机询问投票者最喜欢的候选者，直到两名投票者

的意见一致，在某些情况下，该机制会比之前所有的机制的表现更优。 

在上述大多数情况中，假设是当代理被要求提交他们的顺序偏好
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排名时，他们会诚实地如实表达。然而，在很多情况下，代理人可能

会有动机错误地报告他们的偏好，以获得更有利的结果（例如选择更

受欢迎的选项或分配更有利的资源）。在这种情况下，我们希望设计

出不会激励这种行为的规则，这种属性通常被称为"Strategy-proof"

（诚实性），它是社会选择理论中的一个重要概念，指的是一个社会

选择机制在选民对自己的偏好进行报告时，无论其选择如何，都不能

通过不诚实的策略来改变个体的最终结果。简而言之，一个诚实性的

社会选择机制意味着选民不需要考虑欺骗性的投票策略，而只需要按

照自己的真实偏好进行投票。选民可以坦诚地报告他们的偏好，而不

必担心这会对最终结果产生不利影响。这种特性使得诚实性成为一个

重要的社会选择准则，因为它鼓励选民坦诚地表达自己的意愿，从而

确保最终结果更加公正和准确。一个社会选择机制如果满足诚实性，

那么选民不会从提供虚假或欺骗性的信息中获得任何好处。换句话说，

选民不会因为改变他们的投票策略而改变最终的集体决策结果。这样

的机制可以减少个体的不确定性和战略性行为，促进更真实的投票结

果。然而，实现诚实性并不总是容易的，尤其是在具有复杂偏好和多

个候选选项的情况下。一些经典的社会选择机制，如多数规则和 Borda 

Count，在某些情况下可能不满足诚实性，因为选民可能会采取策略

性的投票来影响最终结果。针对真实机制的研究，目前也有着一些工

作[15]  -[17]  。 

7.5.3 总结 

下面介绍一些开放性问题和总结。在度量空间中，随机社会选择

规则的最佳扭曲是什么？该问题在一些特殊情况下，已经取得了进展，

如直线[16]  ，或者引入一些新型的决策性的概念[11]  ，然而在一般情

况下，该问题还有待继续研究。如果我们考虑诚实性机制，那最佳扭

曲又是什么？当无法获得完整的排名信息时，扭曲和可获取部分的权

衡是怎样的？有什么方法来可以用来改善在引出有限的信息的情况
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下的扭曲？ 

在将人工智能应用于社会选择和投票时，也引发了一些道德与伦

理问题。例如，如何确保人工智能算法的透明性和公正性，避免算法

对特定群体产生歧视，以及保护个人隐私等问题都需要认真对待和解

决。综上所述，社会选择和投票与人工智能之间有着密切的联系。人

工智能在这些领域的应用可以提供更高效、公正和准确的决策支持，

但也需要谨慎处理涉及的道德和伦理问题。 

7.6 重复拍卖 

重复拍卖是人工智能的博弈理论中一个非常重要的研究领域。并

且，在许多现实场景中，拍卖也是按照时间顺序不断进行的形式。针

对重复拍卖，学界现有的研究主要集中在两方面——动态定价问题和

重复博弈的纳什均衡研究。 

7.6.1 动态定价问题 

动态定价问题是重复拍卖中的最重要的研究问题。在重复拍卖中，

拍卖方为了能够提高收益，往往会设计一个保留价，这就涉及到了动

态定价的问题。作为收入管理的一个组成部分，动态定价问题在各行

各业都有广泛的应用。对动态定价的研究横跨统计学、机器学习、经

济学和运筹学等领域。对于动态定价的研究成为了人工智能与博弈论

交叉学科研究的前沿问题。 

经典的定价模型中关注的是通过在重复拍卖中设定保留价格使

得卖家在一段时间内实现收益最大化。关于经典定价模型的研究最早

可以追溯到 R. Kleinberg 和 T. Leighton 的工作[1]  。在这篇文章中，作

者研究了一个基本市场情景的定价算法。假设有一个卖方，他有无限

数量的同样物品，他要与连续的 n 个买方进行交易，每个买方只能购

买一件物品。卖方向特定的买方提出的价格可能会受之前交易结果的

影响，但每个买方只能参与一次交易。一个有趣的问题是，相比于卖

方事先知道买方估值的情况，不知情的卖方预计能够获得多少利润。
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在本文中，作者根据买家对物品估值的建模方式分三种情况讨论了这

个问题。首先是所有买家的估价都等于单一价格𝑝 ∈ [0,1]，作者证明

了有一种确定性定价策略能达到遗憾值𝑂(log log 𝑛)，没有一种定价策

略能达到遗憾值为𝑜(log log 𝑛)。第二种情况是买家的估值是来自

 [0, 1]上固定概率分布的独立随机样本。作者证明了在保证函数

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⋅ Pr(𝑏𝑢𝑦𝑒𝑟’𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑠 ≥  𝑥)在[0, 1]的内部有唯一的

全局最大值𝑥∗且𝑓′′(𝑥∗) < 0的条件下，存在一种定价策略可以实现事

后遗憾𝑂(√𝑛 𝑙𝑜𝑔 𝑛)。最后一种情况是，买方的估值没有任何假设。

他们可能由对手选择，而对手对卖方定价策略的随机选择一无所知。

在这种情况下，有定价策略能实现𝑂 (𝑛
2

3( 𝑙𝑜𝑔 𝑛 )
1

3)的遗憾，但没有

定价策略能实现𝑜 (𝑛
2

3)的遗憾。Josef Broder 和 Paat Rusmevichientong

进一步考虑了这样一个问题[2]  ：如何通过动态定价的方法来估计买

方对物品的需求水平。对零售商来说，一个物品在每个价格水平下的

需求量对最大化预期收入非常关键。如果零售商无法获知该物品在每

个价格水平下的需求量，那么他们很有可能无法做出正确的决策。而

在实际操作中，事实也常常如此。为了解决这个问题，作者研究了尝

试使用动态定价策略，即通过调整商品价格来获得需求曲线信息，然

后利用这些信息提供接近最优的销售价格。作者提出了一个通用的参

数选择模型，用于描述买方依次到来时的决策行为以及卖方如何定价

以最小化遗憾。在这个模型下，作者分别给出了卖家策略所能达到的

遗憾值的上下界。作者利用“无信息价格”的存在，在减少需求曲线

参数的不确定性和利用最佳猜测价格之间进行权衡，从而得出任意定

价策略的遗憾值为Ω(√𝑇)。作者还提出了一种基于最大似然估计的定

价策略，它在所有问题实例中的遗憾值都是𝑂(√𝑇)。Kareem Amin, 

Afshin Rostamizadeh 和 Umar Syed 把买家看成一个策略性的博弈参与

者[3]  在一个只有一个买家和单个物品的重复拍卖中，买家会采取策

略性的行为来引诱卖家降低出价，以最大化其长期盈余。在重复的情
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况下，许多拍卖的真实性很难得到保证，因此卖家需要设计算法来尽

可能提高自己的收益。为此，作者提出了一个卖方算法，该算法从最

高价格 1 开始，每当买家拒绝接受价格时，将价格降低𝛽倍，否则保

持不变。在考虑买家对未来盈余的贴现条件下，即买家倾向于尽早获

得物品的情况下，该卖方算法是无战略遗憾的。作者还给出了战略

遗憾的下限，该下限随着买方折扣的减弱而增大，并特别表明，

如果不存在折扣，任何卖方算法都能够实现线性战略遗憾。

Cesa-Bianci，Cesari 和 Perchet 研究了同样的动态定价问题 [5]  ，其

中买家对产品的估值只有有限个未知点，通过比较估值与卖家

设计的保留价格来确定是否购买商品。利用推广的 UCB 算法，

作者得到了𝑂(𝐾𝑙𝑜𝑔𝑇)阶的遗憾。 

上述研究都是考虑的单物品以及单个买家的重复拍卖场

景，在这场景中，卖家只需要设置一个价格，买家根据自己对

物品的估值来决定是否购买物品。Nicolò Cesa-Bianchi, Claudio 

Gentile 和 Yishay Mansour 进一步研究了在带有保留价的重复二

价拍卖中的最大化收益算法 [4]  。在这个场景中，待售物品只有

一个，但是，在这个拍卖中有多个买家。在一个 T 轮的重复拍

卖中，卖家在每一轮都会收集𝑚(𝑚 ≥ 2)个独立同分布的报价，

这些报价的累积分布函数 F 是任意且未知的。然后，卖家根据

带有保留价的二价拍卖的规则来分配物品并收取来自买家的

支付。在这个研究中，作者通过买家报价的顺序统计量来构造

卖家的保留价并提出了一个两阶段的保留价设置算法。在第一

阶段，算法将保留价设为 0 以获得对买家报价的分布的一个估

计。在第二阶段，作者设置了一个迭代算法，根据第一阶段获

得的对买家报价的分布的估计来计算能获得最大收益的保留

价。最后，作者证明了该算法具有较高的计算效率，并且在𝑇次

拍卖序列中取得了 𝑂̃(√𝑇)的遗憾。不过，这个模型并没有考虑
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策略性的买家，Alexey Drutsa 则考虑了在策略性买家参与的情

况下，重复二价拍卖的保留价设置策略 [6]  。在这项研究中，作

者关注了卖方通过使用第二价格拍卖与 M 个策略投标人（也

被称为买家）进行反复互动的情景。在每一轮中，买家参与这

个博弈，他们对某个物品（比如广告位）持有一个固定的私人

估值，并根据他们对其他竞标者的行为，试图最大化他们预期

的未来贴现盈余。作者提出了一种新的算法，该算法可以应用

于具有𝑂(𝐿𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔𝑇)上界的策略买家。 

在这之后，Zhe Feng, Sébastien Lahaie, Jon Schneider 和 Jinchao 

Ye 研究了在重复一价拍卖中的保留价优化问题[7]  。由于第二价格

拍卖中优良性质，诚实报价总是出价人的占优策略。所以，卖

家可以通过设计算法来获得投标人的价值分布。但是，由于在

一价拍卖中，卖家可以通过策略性的行为来让自己获益。所以，

卖家想要估计买家对物品的估值分布就不那么容易了。因此，

这个时候，就需要用到保留价。通过设定保留价来了解竞标者

对保留价的估值。在这篇工作中，作者提出了一种基于梯度的

算法来自适应地更新和优化保留价格，并通过理论分析和实验

证明了该算法的优良性。 

7.6.2 上下文动态定价问题 

在传统的动态定价问题中，我们一般假定买家对物品的估值服从

一个概率分布。然而，在某些场景下，买家对物品的估值也可能与某

些特征有关，即，𝑣𝑡 = 𝑤 · 𝑥𝑡 + 𝜃0。其中，𝑥𝑡是特征，𝜃0是噪声。这

类问题也被称为上下文动态定价问题。针对在这类重复拍卖中卖家的

最大化收益的问题，有大量研究提出了不同的算法，这些算法通常是

统计估计过程和在线学习技术的组合。 Kareem Amin, Afshin 

Rostamizadeh 和 Umar Syed 第一次考虑了重复的上下文拍卖问题[8]  。

他们分别考虑了在重复的上下文拍卖中诚实的买家和盈余最大化的



中国人工智能系列白皮书 

 219 

买家这两种情况。前者是只聚焦于当前轮次的收益，而后者可

能放弃短期盈余，通过一个策略性的出价来诱导卖家的算法在

未来设定更低的保留价格以获得长期收益。针对这两种买家，

作者提出了一种 LEAP 算法，并分别给出了针对不同买家这个

算法的界。这个算法把卖家的策略分成了两个阶段。在第一个

阶段，卖家在买家对物品估值的分布的支撑内随机报价，根据

买家是否购买物品来估计𝑤。在第二个阶段，卖家根据第一个

阶段估计的𝑤来确定保留价。随后，对于诚实的买家，作者证

明了这个算法的遗憾界是𝑂(𝑇
2

3 √𝑙𝑜𝑔 (𝑇 𝑙𝑜𝑔 (𝑇)))。对于盈余

最大化的买方，作者对 LEAP 算法进行了微调，并证明了该算

法能获得次线性 𝑂̃(𝑇
2

3)的遗憾。这也是在上下文环境下第一个

获得 𝑂̃(𝑇
2

3)的遗憾的算法。但这个研究并没有针对噪声𝜃0进行建

模，后续的许多研究开始针对𝜃0进行建模以获得更好的遗憾界。 

Javanmard 和 Nazerzadeh 考虑了一个保留价定价问题 [9]  。同

样是与上一篇研究相同的场景。在一个只有一个买家和一个卖

家的重复的拍卖中，卖家每一轮给买家设置一个保留价，买家

决定是否购买物品。如果购买，则需要支付保留价。买家对物

品的估值𝑣𝑡 = 𝑤 · 𝑥𝑡 + 𝜃0。在这个模型下，卖家的预期收入表示为

𝑝 × 𝑃(𝑣𝑡 ≥  𝑝) = 𝑝(1 − 𝐹(𝑝 − 𝑤𝑡 ⋅ 𝑥𝑡))，其中𝑝表示卖家设置的保

留价，𝐹(𝑝 − 𝜃0  ⋅  𝑥𝑡)则表示买家对物品的估值小于卖家设置

的保留价的概率。卖家想要确定最优的保留价只需要最大化预

期收入。为此，作者提出了一个基于正则极大似然估计的最大

化卖家收入的算法——RMLP。该算法与 Kareem Amin, Afshin 

Rostamizadeh 和 Umar Syed 所提出的算法类似，依然是分为两个阶

段。在第一个阶段，卖家随机报价并利用正则极大似然估计来估计𝑤. 

第二个阶段，根据估计出来的𝑤，卖家设置保留价。与 LEAP 算法不

同的是，RMLP 将 T 轮分成了 K 个阶段，在每个阶段分别运行上述
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两个过程。RMLP 算法假设市场噪声分布是已知的，并基于该知识形

成对数似然函数。随后，对于一个事先知道选择模型参数的透视者，

作者分析了 RMLP 政策的遗憾，并证明了它达到了𝑂(𝑠0𝑙𝑜𝑔𝑑 · 𝑙𝑜𝑔𝑇)

的遗憾。其中，𝑠0表示𝑤的非零坐标数，𝑑表示𝑥_𝑡的维数。值得注意

的是，这个模型需要假设了解随机噪音的分布，这在某些实际生活中

的场景下是难以实现的。为此，Yiyun Luo, Will Wei Sun 和 Yufeng Liu

提出了一个 DIP 模型来解决这个问题[10]  。他们考虑了一个重复拍卖

的模型。在 Javanmard 和 Nazerzadeh 提出的模型的基础上，作者进

一步假设卖家不知道随机噪声的概率分布。与 Javanmard 和

Nazerzadeh 的模型相似，作者依然是通过最大化 𝑝(1 − 𝐹(𝑝 −

𝑤𝑡  ⋅  𝑥𝑡))来获得最优的保留价。但是，在这个模型里面，作者

是将买家能否获得产品看作了一个二元分类问题，即 𝑦𝑡 =

1𝑣𝑡≥ 𝑝𝑡
。在在线学习中，总时间跨度𝑇通常是未知的。为了解决

这个问题，作者采用了在线学习和多臂赌博机算法中广泛使用

的加倍技巧，将时间跨度切割成若干阶段。从第二个阶段开始，

作者将下一阶段的长度设定为当前阶段的两倍，直到重复拍卖

结束。在每个阶段，卖家运行两个算法。第一个算法是使用逻

辑回归来估计𝑤的值。第二个阶段是使用改进的 UCB 算法来确

定当前阶段的保留价。最后，作者证明了该算法的遗憾界是

𝑂𝑑 (𝑇
2

3 + ||𝜃 − 𝜃0||
1

 𝑇)。在此之后，Jianqing Fan, Yongyi Guo 和

Mengxin Yu 引入了非参数方法来解决上下文重复拍卖的问题

[11]  。他们的模型与 Yiyun Luo, Will Wei Sun 和 Yufeng Liu 的模

型相同，依然是考虑了线性函数的估值、未知的随机噪声的概率分

布、最大化𝑝(1 − 𝐹(𝑝 − 𝑤𝑡  ⋅  𝑥𝑡))来获得最优的保留价𝑝、使用

在线学习和多臂赌博机算法中广泛使用的加倍技巧来划分总

时间跨度和先估计 w 后根据 w 设置保留价。与 Yiyun Luo 等人

所使用的逻辑回归的技术不同的是，Fan Jianqing 等人直接使用非参
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数统计中常用的 Nadaraya-Watson 核回归方法给出了𝜃0的累积分布

函数 F 和 F 的一阶导数 𝐹′ 的估计。然后，再通过最 大 化

𝑝(1 − 𝐹(𝑝 − 𝑤𝑡  ⋅  𝑥𝑡))来估计𝑤。同样，作者给出了这个算法的

遗憾界 𝑂̃((𝑇𝑑)
2𝑚+1

4𝑚−1)。这样做与 Javanmard 等人以及 Yiyun Luo 所

提出的方法相比，能用更少的假设来实现更好的遗憾界。与其他非参

数方法的相比，这个方法能够很好的适用当维数𝑑很大的时候的场景。

与一些基于 bandit 的算法相比，这个的算法也很容易实现。 

7.6.3 重复拍卖中的均衡分析问题 

除了动态定价问题之外，均衡分析也是学界在重复拍卖问题上关

注的一个焦点。与动态定价问题主要考虑卖方行为不同的是，在均衡

分析的研究中，往往更多考虑的是研究买方的策略。在这个领域里，

最重要的工作来自于 Santiago R. Balseiro 和 Yonatan Gur[12]  。他

们主要考虑的是在在线广告市场中，在有预算限制的情况下。广

告商该采取什么样的报价策略来与其他广告商进行竞争。在这

个重复拍卖里，广告商只有不完全的信息，即，他们既不知道

自己的估值分布，也不知道竞争对手的预算和估值分布。他们

的私人信息只有自己的预算。针对这种情况，作者将这个重复

拍卖问题建模为一个不完全信息重复博弈。作者给出了一个自

适应步调策略来帮助广告商最大化即时收益，并同时保证广告

商在接近活动结束时耗尽预算。基于在完全信息模型下的最优

解作为基准。作者发现，他们所提出的自适应步调策略能获得

很不错的收益。除此之外，作者还证明了，这些策略构成了动

态策略中的近似纳什均衡：随着拍卖和竞争对手的数量增加，

单方面偏离其他策略的好处变得可以忽略不计。这个结果无论

是理论上还是实际应用中都具有很重要的意义。在 Santiago R. 

Balseiro 和 Yonatan Gur 的基础上，Yurong Chen, Qian Wang, 

Zhijian Duan, Haoran Sun, Zhaohua Chen, Xiang Yan 和 Xiaotie 
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Deng 考虑了在上述模型中存在合作博弈的情形[13]  。在在线广告市

场，越来越多的广告商通过聘请竞价机构来帮助他们自己参与

广告拍卖。如果有一些竞价机构掌握着多个广告商的信息，那

么他便可以通过一些策略报价来帮助他的客户来提高收益。一

个最简单的办法是，将除出价最高的广告商之外的其他广告商

的出价设置为 0。这种策略便是作者提出的合作适应策略。作

者证明了，这种方法相比于每个广告商直接使用自适应步调策

略相比，能够提高收益。除此之外，作者还针对前一种策略只

适用于所有广告商的价值是对称的情况，提出了混合合作自适

应策略，这个策略同样能保证获得比广告商直接使用自适应步

调策略更高的收益。 

另一篇关于动态博弈的均衡问题来自 Yoav Kolumbus 和

Noam Nisan 的研究[14]  。作者分析了一个场景，其中作为遗憾

最小化算法实现的软件代理代表其用户进行重复拍卖。作者考

虑了第一价格拍卖、第二价格拍卖、广义第一价拍卖和广义第

二价拍卖这四种拍卖。利用理论分析和模拟，作者得到了一个

令人惊讶的结果，在第二价格拍卖中，参与者有动机向自己的

学习代理错误报告他们的真实估值，而在第一价格拍卖中，所

有参与者向他们的代理真实报告他们的估值是一种主导策略。

同时，作者也给出了重复一价拍卖的纳什均衡，这是第一个关

于重复一价拍卖的纳什均衡的结果。 

7.6.4 总结 

重复拍卖在机制设计理论研究上和现实应用中都具有重要的意

义，并且也越来越成为学界和业界关注的焦点。 

7.7 小结 

以上六个章节的内容便是我们对于人工智能的博弈理论的介绍。

这些章节的内容在人工智能领域具有重要的价值和必要性。首先，计
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算均衡是博弈论的基础概念之一，可以帮助我们理解如何在复杂的的

环境中寻找最优策略。在人工智能领域，许多问题都可以转化为博弈

问题，因此，掌握计算均衡可以帮助我们解决一系列实际问题。其次，

合作博弈和公平分配是研究多智能体之间如何合作和分配资源的重

要理论。在人工智能中，我们经常需要处理多个智能体之间的交互和

合作，因此，掌握合作博弈和公平分配理论可以帮助我们实现更高效

的和公正的智能体交互和资源分配。再者，评分规则、社会选择和投

票是研究如何通过集体决策来实现最优的结果。在人工智能中，集体

决策是一个重要的问题，例如在机器学习中如何综合多个机器学习模

型的的结果以提高预测精度。掌握这些理论可以帮助我们在人工智能

中实现更优的集体决策。最后，重复拍卖机制是研究如何在市场交易

中实现更高效的价格确定和资源分配。在人工智能中，这些机制可以

应用于自动化市场交易、资源分配等问题。掌握这些理论可以帮助我

们设计和实现更高效的、公正的自动化市场交易和资源分配机制。 

博弈理论是一门非常重要的学科，而人工智能的兴起更是对博弈

论的研究起到了非常大的促进作用，并由此产生了算法博弈论、计算

经济学等前景广阔的研究方向。除了学界以外，人工智能与博弈论的

结合更是成为了业界关注的焦点。以机制设计理论为基础的广告拍卖

更是成为了互联网企业营收的重要来源。所以，我们编写了白皮书的

人工智能的博弈理论这一部分，希望能够让广大读者全面的了解人工

智能中的博弈理论。 
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第 8 章 量子人工智能 

8.1 概述 

随着人工智能的迅速发展以及面临着大数据的挑战，学术界越来

越重视量子计算在存储和计算上的优势以及在人工智能上的潜在应

用。目前量子计算正以惊人的速度崛起为前沿领域，其无与伦比的计

算潜力引发了人们对于其在机器学习领域的广泛关注。量子机器学习

结合了量子计算的力量和经典机器学习的技术，为解决复杂计算和优

化问题提供了潜在的突破。本章将介绍量子计算中一些常见的算法以

及在机器学习中的应用。 

8.2 量子学习方法介绍 

本节将深入探讨量子机器学习的前沿方法，包括 HHL 算法、量

子奇异值变换、量子吉布斯采样和变分量子电路。这些方法为探索和

解决经典机器学习中的挑战提供了全新的思路和工具。 

第 8.2.1 节首先介绍 HHL 算法，这是一种用量子计算机解决线性

方程组的方法，相比经典算法有指数级别加速。这一算法的引入为量

子机器学习的发展带来了新的可能性，使得许多经典机器学习问题的

解决方案得以在量子计算环境中实现。随后在第 8.2.2 节将探讨量子

奇异值变换，这是一种基于量子计算的线性代数工具。通过将奇异值

变换引入量子机器学习框架，我们可以更好地处理高维数据和降维任

务。接下来，第 8.2.3 节将探讨量子吉布斯采样，它提供了一种在量

子计算环境中高效实现吉布斯采样的方式。最后，第 8.2.4 节将介绍

变分量子电路，这是一种用于训练和优化量子机器学习模型的方法。

通过结合经典优化算法和量子电路的训练策略，变分量子电路提供了

一种在量子计算机上训练和优化机器学习模型的创新方法。 

8.2.1 HHL 算法 

线性方程是一个非常基础的概念，在人工智能和计算机科学的各

个领域都会广泛应用[1]。线性方程的表达能力很强，能够用来建模刻
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画并解决几乎所有的线性变化的问题，或者近似模拟很多复杂的大型

系统。在回归分析中，最常使用的模型便是线性回归模型，即在对输

入作初步处理后，用一个线性方程去解释现有数据，然后再对接下来

出现的数据作预测。在计算机科学的其他领域中，比如数值分析，可

以用线性方程求解算法来设计和分析新的算法[2]。在图论中，图上的

随机游走亦可以写成一个线性约束，通过对该线性约束进行分析可以

设计并且分析很多 NPC 问题的近似算法。另外，线性方程还可以用

于建模计算机网络模型、天气模型、金融市场和生态模型等等。 

在数学上，一个线性方程由若干个变量和关于这些变量的线性约

束组成。通常，需要求解的变量用一个向量 x 表示。此时关于这些变

量的线性约束就可以写成 Ax=b 的形式，其中 A 和一个矩阵，b 为另

外一个向量。求解这个线性方程即求解一个 x 使得 Ax=b 成立。在该

问题中，输入为矩阵 A 和向量 b，输出为满足 Ax=b 的向量 x。可以

看到线性方程的求解与线性代数关系密切。在经典计算机科学中，对

线性代数算法的研究很多。我们知道求解一个含有 N 个变量的线性

方程，至少需要的运算时间为也为 N：经典计算机至少需要逐个处理

输入数据，并逐个输出解。 

量子计算机在解决线性代数问题上有天然优势：得益于量子叠加

态的存在，数个量子比特存在于一个指数维数的希尔伯特空间中。即

一个由若干个量子比特组成的量子态就可以表示一个指数维度线性

空间中的向量。同时，在该量子态上的所有量子操作亦可由线性变换

表示。这使得量子态与线性空间有很简单自然的对应方式，因此，设

计线性代数相关的算法也更容易。这个优势使得理论计算机科学家总

是能在线性代数方向得到更优秀的算法，如矩阵求幂[3]。自然，我们

也可以通过把矩阵和向量编码到量子态的方法，实现求解线性方程的

更快的量子算法。然而，即使量子计算机有这个优点，仅仅依靠量子

计算机从理论上并不能帮助我们更快地求出一个线性方程完整的解，
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这是由于即使在量子计算机上得到一个解，这个解也是编码在一个量

子态当中。由于量子态的不可复制性，对量子态进行层析得到量子态

的完整信息依旧需要指数的时间复杂度。 

在实际生活中，一般不会需要求解一个线性方程的整个的解，而

是只需要得到解的一些性质或关于解的信息，譬如它的权重、平均值

等等，这些信息往往只需要一个实数刻画。例如，在网络模型中我们

不关心最终的网络流量的具体分布，只关心流量的大小，或者是在天

气模型中，我们关心某种天气出现的概率等等。当不需要得到一个线

性方程的完整的解此时，我们就可以利用上上述量子计算机的优点而

规避其弱点而设计出更高效的算法。这是因为关于这个线性方程的解

的所有信息已经在一个量子态当中，虽然无法把它完整地提取出来，

但是通过对这个量子态的一次测量，我们可以得到这个量子态的部分

信息。只需要根据计算目标调整最终的量子测量，用精心构造的测量

就可以用很小的代价从量子态当中提取出需要的信息，而不必获得整

个解，此时，由于若干个量子态可以表示指数维度的线性空间，所以

可以得到指数加速。 

基于以上想法，HHL 算法最早由 Harrow，Hassidim 和 Lloyd 在

2006 年提出，并以他们命名[4]。在某些条件下，该算法只需要对数时

间就能将一个线性方程组的解编码到一个量子态中并进行测量以得

到目标信息。设需要求解的线性方程为 Ax=b，则当 A 可逆时，解为

x=A-1b，故只需要求出 b 在 A 的逆矩阵下作用后的结果。 

HHL 算法的基本流程为如图 8-1 所示： 
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图 8-1 HHL 算法的基本流程[5] 

 

（1）首先，把 b 编码成一个量子态； 

（2）应用相位估计算法，把 b 对应的量子态在 A 的特征空间上

作分解，并求出各特征向量对应的特征值，存储在辅助量子比特上； 

（3）将各特征值求逆作用在 b 对应的量子态上； 

（4）应用反向相位估计算法，清除辅助比特； 

（5）此时计算的结果即是 b 在 A 的逆矩阵作用后的结果，以一

个量子态的形式存在； 

（6）最终通过对这个量子态作一个合适的测量，就可以得到需

要的信息。 

经过发展，众多改进版本的 HHL 算法被提出，表 8-1 给出了部

分算法和它们的效率。 

 

表 8-1 HHL 算法及改进版本[6] 

问题 算法 时间复杂度 

LSP CG[7] 𝑂(𝑁𝑠𝜅 log(1/𝜖)) 

QLSP HHL[4] 𝑂(log(𝑁)𝑠2𝜅2/𝜖) 

QLSP VTAA-HHL[8] 𝑂(log(𝑁)𝑠2𝜅/𝜖) 

QLSP Childs 等人[9] 𝑂(𝑠𝜅𝑝𝑜𝑙𝑦𝑙𝑜𝑔(𝑠𝜅/𝜖)) 

QLSP QLSA[10] 𝑂(𝜅2𝑝𝑜𝑙𝑦𝑙𝑜𝑔(𝑛)‖𝐴‖𝐹/𝜖) 

 

Phase estimation Control rotation 
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HHL 算法在量子机器学习领域有诸多应用。HHL 算法实际上实

现了对数时空复杂度的矩阵求逆算法。而矩阵求逆在有监督的机器学

习算法中，如支持向量机，线性回归，贝叶斯分类器等等算法中都起

着决定性的作用。HHL 算法为用量子计算机加速有监督机器学习提

供了算法基础[5, 11-19]。 

8.2.2 量子奇异值变换 

量子奇异值变换（Quantum Singular Value Transformation，QVST）

是近几年来量子算法领域一个突出的理论成果。该成果由 Low 和

Chuang 提出并在随后得到补充和完善[20,21]。量子奇异值变换可以视

作一大类量子算法的底层逻辑，使这些算法的高效性得到理论保障，

并为量子算法的设计提供了一套框架和思路。多年来许多有着广泛应

用的量子算法，包括哈密顿量模拟[22]、线性系统求解器[4]、量子随机

游走[23]、振幅放大算法[24]和 Grover 的搜索算法[25]等，其都可以适配

到这套框架下。 

大体上，量子奇异值变换主要从线性代数的角度对计算问题和量

子算法进行考虑。很多具体的计算问题的输入都可以被抽象为一个矩

阵，于是该计算问题就可以被描述为一个函数，该函数将矩阵映射到

对应的问题输出。而量子算法的目的就是实现这一函数，或者近似地

将其实现。 

8.2.2.1 量子奇异值变换理论简介 

接下来简单介绍量子奇异值变换的思想。前面提到问题输入可以

写成矩阵的形式，假设将其记作矩阵 A。而一个量子电路可以写成一

个酉方阵，假设酉方阵 U 对应了一个量子电路。如果矩阵 A 是酉方

阵 U 左上角的一个子矩阵，即这一量子电路被设计来描述问题输入

所包含的信息，那么就称酉方阵 U 块编码（block encode）了矩阵 A。

利用块编码可以导出一些基本的算术操作。例如，假设有若干个矩阵

分别被酉方阵所块编码，那么组合使用这些酉方阵对应的量子电路，
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可以设计出新的量子电路对这些矩阵的凸组合进行块编码；再比如酉

方阵 U 和 V 分别块编码了矩阵 A 和 B，那么可以设计出量子电路块

编码矩阵 AB，即矩阵 A 和 B 的乘积。 

我们知道任意矩阵都可以对其作奇异值分解。前面提到一个计算

问题可以被描述为一个函数作用在问题输入对应的矩阵 A 上。如果

该过程实质上能规约到将一个一元 d次多项式 f分别作用在矩阵 A的

每个奇异值上。假设有量子电路即酉方阵 U，其块编码了矩阵 A。那

么就可以设计出新的量子电路，其实现了上述过程，且仅使用了 d 层

量子电路 U。图 8-2 以公式的形式简要描述了量子奇异值变换理论的

框架，其中新的量子电路如图 8-3 所示。 

 

 

图 8-2 QVST 理论框架 

 

 

图 8-3 QVST 量子电路 

 

举例来说，对于随机游走问题，输入矩阵即为马尔可夫链的转移

矩阵 P。假设有量子电路即酉方阵 U 块编码了矩阵 P。为了块编码马

尔可夫链上游走 t 步的转移矩阵，利用切比雪夫多项式，仅用 t 的平

方根层的量子电路 U 就可以近似地实现。再比如求解线性系统，问题
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输入可以抽象为矩阵 A 和列向量 b，问题目标是解出列向量 x，使其

左乘矩阵 A 后等于列向量 b。该问题可以大致规约为求矩阵 A 的伪

逆，即将倒数函数分别作用在矩阵 A 的每个奇异值上。利用多项式来

近似倒数函数，就可以在量子奇异值变换的框架下，高效处理地该问

题。 

8.2.2.2 量子奇异值变换与量子机器学习 

奇异值变换与机器学习的联系相当紧密，实现奇异值变换是一众

主流机器学习算法的核心步骤之一，在量子领域同样如此。诸如量子

支持向量机[11]、主成分分析[26, 27]、回归分析[4, 14, 28, 29]、慢特征分析[30]、

吉布斯采样[31, 32]、玻尔兹曼机[33, 34]等，这些量子机器学习方法，都和

量子奇异值变换相挂钩。许多用于解决基本的机器学习问题的量子算

法，例如普通最小二乘法、加权最小二乘法、广义最小二乘法等，这

些算法都可以转化到矩阵伪逆求解和矩阵乘法运算，从而能在量子奇

异值变换的框架下得到高效的实现。 

基于主成分分析，在量子奇异值变换的框架下，可以得到高效实

现主成分回归的量子算法。主成分分析这套技术主要做的是通过剔除

模型中的低相关度的特征来进行降维。该技术对数据集进行奇异值分

解，或对数据集的协方差矩阵进行特征分解，由于协方差矩阵中较大

的特征值对应的特征向量会指向方差较大的方向，故可以以此来判断

哪些方向的特征与模型的相关度低。该技术在异常检测、量化金融等

领域有着广泛应用。在对数据集做出适当假设、提供适当的黑盒运算

的前提下，量子算法可以有效加速主成分分析的过程[26, 35]。 

不同于主成分分析中简单地截取协方差矩阵中较小的特征值对

应的部分，主成分回归会在数据集中较大的奇异值对应的数据子空间

中重构目标向量。运用量子奇异值变换这一方法，可以在数据子空间

中找到目标向量的最小二乘估计。相比一般的主成分分析，主成分回

归运用起来更灵活也更有效。 
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另外，在慢特征分析的量子算法中，也有“将问题输入投影到小

于特定阈值的奇异值对应的子空间”的操作，这同样可以适配到量子

奇异值变换的框架中，比如将奇异值变换函数 f 设为阈值函数，或近

似阈值函数的多项式。 

总而言之，在机器学习方法中会用到大量矩阵分析的内容。而奇

异值分解作为矩阵分析中通用且有效的工具，被广泛应用于数据降维、

矩阵压缩、图像处理和推荐系统等任务。另一方面，从线性代数的角

度对量子理论的研究由来已久，在矩阵问题的量子算法分析上也有着

广泛的理论基础。综合看来，量子奇异值变换的框架势必能在机器学

习中得到广泛的应用，亟待研究人员的发掘。 

8.3 量子吉布斯采样 

量子吉布斯采样是一种在量子系统中进行采样的一种方法，在量

子机器学习、量子模拟、量子优化和量子化学等领域中发挥重要作用。 

首先介绍一下什么是吉布斯采样。在经典计算中，吉布斯采样是

一种马尔可夫链蒙特卡洛方法，用于从复杂的概率分布中进行采样[36]。

主要思想是根据条件概率，逐步更新每个变量的取值，从而通过迭代

过程生成样本。举一个简单的例子，比如说我们想要从一个约束可满

足问题中根据某个目标分布随机地采样出一个可行解，我们可以从任

意一个可行解出发，通过以下的迭代过程来实现：每次先均匀随机地

选择其中一个变量，然后把其他变量的值固定下来，根据条件概率分

布重新采样这个变量的值，得到一个新的可行解，迭代足够多步之后，

我们就得到了目标概率分布的一个样本。有的时候直接从全局的目标

概率分布中采样是困难的，而从局部的条件概率中采样是可以高效实

现的，这时吉布斯采样就是一个行之有效的办法。 

现在，将这个概念推广到量子系统中，引入量子吉布斯采样。与

经典计算不同的是，量子吉布斯采样依赖于一种特殊的量子态：吉布

斯态。吉布斯态是根据系统的能量和温度等参数计算出来的量子态，
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它包含了系统的统计性质。具体而言，对于一个量子系统，其吉布斯

态可以通过以下密度矩阵的形式表示： 

𝜌 = e−𝛽𝐻/𝑍 

其中，𝛽是系统的热力学逆温度，𝐻是系统的哈密顿量，𝑍是归一

化常数，通常被称为配分函数。量子吉布斯态的重要性在于，它提供

了描述量子系统平衡性质的工具，可以通过对吉布斯态的分析来研究

热力学性质、相变等现象。量子吉布斯采样通过对量子系统进行一系

列的测量和运算，对系统的不同部分进行观测，并根据得到的测量结

果来推断样本的状态。具体而言，假设𝐻具有本征值𝐸𝑖以及它所对应

的本征向量|𝜑𝑖⟩，那么𝜌是一个混合态，相当于是以概率e−𝛽𝐸𝑖/𝑍取到

纯态|𝜑𝑖⟩⟨𝜑𝑖|，而量子吉布斯采样的目标正是在这样的概率空间中进

行采样。 

量子吉布斯采样有着广泛的应用： 

（1）量子机器学习[33, 34, 37-42]：量子吉布斯采样可以帮助估计基

于量子数据的概率模型的参数，从而实现量子数据的分类、生成和预

测等任务。例如可以用于强化学习[41]，或者层析成像。 

（2）量子模拟[43-46]：量子吉布斯采样天然可以用于模拟复杂的

量子系统和量子动力学过程。通过从目标系统的吉布斯态中采样，可

以获得与原始系统相似的样本，用于研究和模拟量子相关的现象和行

为。 

（3）量子优化：量子优化是利用量子计算的能力解决优化问题

的领域。通过从量子系统的吉布斯态中采样，可以获得有关能量和优

化路径的信息，帮助寻找量子系统的能量最小值以及其他全局优化问

题的解。例如可以通过量子吉布斯采样来解决半正定规划问题[47-49]。 

（4）量子化学[50]：量子吉布斯采样可以用于模拟和研究量子化

学体系的性质。它可以通过从目标系统的吉布斯态中采样，获得关于

量子化学反应和能量表面的信息，用于优化材料设计、分子动力学等
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应用。 

一般而言，量子吉布斯采样是个比较困难的任务。我们知道，哈

密顿量的维数是量子比特数量的指数大小，平凡的算法同样需要指数

时间。有很多文章分析了量子吉布斯采样的时间复杂度。2010 年之

前，[51,52]等文章提出了亚指数时间的算法。2016 年，Kastoryano 和

Brandão 提出了一种分析吉布斯态的相关性的框架，定义了强聚集

（Strong Clustering）概念，证明了满足强聚集的吉布斯态可以用量子

计算机在多项式时间内采样[44]。他们还介绍了两种吉布斯采样器：

Davies 采样器和热浴采样器（Heat-Bath Generator）。但是，只有当目

标哈密顿量可以被分解成若干个局部且可交换的哈密顿量之和时，他

们的结论才适用。2019 年，他们在原框架的基础上，将他们的结论推

广到了某种反映物理上合理假设的情形，不再要求哈密顿量可以被分

解成可交换的项[43]。2020 年，Brandão 等人提出了在高温条件下（𝛽

很小）的次多项式时间算法，而低温环境下的高效算法仍然是未解之

谜。 

值得一提的是，还有一种吉布斯态的采样方法，与之前所讨论的

有所不同，称为量子梅特罗波利斯算法[53]。同样地，该算法也是从经

典情形推广而来。经典梅特罗波利斯算法也是马尔可夫链蒙特卡洛方

法，用于从复杂的概率分布中进行采样，与经典吉布斯采样不同的地

方在于，每一次迭代中状态的更新并不依赖于条件概率，而是根据一

个事先选好的概率分布（比如正态分布或者均匀分布）选择一个候选

的新状态，以一定的概率接受候选状态并转移到新状态。 

如果尝试把上述方法推广到量子情形，用于吉布斯态的采样，我

们会发现这是困难的，主要的障碍来自于以下几个方面： 

（1）我们并不知道哈密顿量的本征向量是什么； 

（2）由于不可克隆定理，我们无法复制中间状态，而一旦我们

在迭代中决定拒绝候选状态，需要回溯到原来的状态。 
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2011 年，Temme 等人克服了这些障碍并提出了量子梅特罗波利

斯算法。为了克服第一个障碍，他们使用了相位估计算法，把哈密顿

量的本征向量和本征值捆绑在一起，通过本征值的转移来实现本征向

量的转移，而本征值是已知的（对应物理系统的能量）。为了克服第

二个障碍，他们精心设计了量子测量，获得尽量少的信息（只需要一

个比特的信息，即接受还是拒绝候选状态），这样对测量前的量子态

只有一个微小的扰动，使得回溯到原状态成为可能。而且他们证明了，

如果以exp (𝛽(𝐸old − 𝐸𝑛𝑒𝑤))的概率接受候选状态（其中𝐸old和𝐸𝑛𝑒𝑤分

别是原状态和候选状态的本征值，如果𝐸old > 𝐸𝑛𝑒𝑤即以概率 1 接受候

选状态），那么马尔科夫链的稳态就是我们需要采样的吉布斯态。 

8.2.4 变分量子电路 

优化问题是指在一定的约束条件下，最大化或最小化一个定义在

变量集合上的目标函数的问题。变分量子电路（Variational Quantum 

Circuits）是一种用于求解优化问题的量子机器学习框架，旨在通过优

化参数化的量子门序列来构建解决目标问题的量子电路。变分量子电

路中的量子门序列（通常称为拟设）是预先设置好的，对带参可调节

的量子门中的参数进行优化可以使得量子电路在特定的任务或问题

上表现出最佳性能。 

变分量子电路在当前嘈杂中型量子设备（Noisy Intermediate-Scale 

Quantum，NISQ）技术时代中具有非常前瞻性。尽管受到噪声和有限

的量子比特数量的限制，但某些类别的变分量子电路已经显示出在解

决一些复杂问题上的潜力。通过结合经典计算的优势，如优化算法和

机器学习方法，以及变分量子电路的灵活性，变分量子电路可以在当

前的量子硬件上实现相较于经典计算更高效的计算任务。因此，变分

量子电路成为了量子计算领域中的一个重要组成部分，为研究人员提

供了一种灵活的工具，可被用于设计和实现量子算法，以解决各种复

杂的问题。变分量子电路可用于在经典数据集上完成分类、回归等有
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监督学习任务[54-56]。对于无监督学习任务，Otterbach 等人提出了一种

基于变分量子电路的聚类方法[57]，他们将聚类任务形式化为最大割问

题，然后使用量子近似优化算法[58]进行求解。在无监督学习上的应用

还有基于变分量子电路来构建生成模型，例如由 Romero 等人提出的

量子自编码器[59]，由 Pierre-Luc 等人提出的量子生成对抗网络[60]。此

外，变分量子电路也被应用于构建量子神经网络[61-63]以及进行深度学

习[64]。 

本小节重点介绍基于变分量子电路的基本框架，以及从该框架衍

生出的量子近似优化算法。通过深入了解变分量子电路的基本框架以

及其衍生出的量子近似优化算法，我们可以更好地理解和应用这些算

法在量子机器学习中的潜力，并为解决实际问题提供新的思路和方法。 

8.2.4.1 基本框架 

对于一个特定的优化问题，我们选择一组参数来描述该问题的一

个解，并利用相应的目标函数衡量某组参数所代表的解的质量，我们

的目标是找到目标函数的最优解。变分量子电路是一种结合经典计算

和量子计算的高效求解优化问题的算法框架，如图 8-4 所示。 

 

 

图 8-4 变分量子电路基本框架 

 

量子计算部分用于计算当前参数下的目标函数值，用来评估算法
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迭代的效果。将当前算法得到的参数传入预设好的带参量子门序列中，

并对带参量子电路的运行输出态进行测量，可以得到当前参数对应的

目标函数值。量子门序列由事先排布好的固定的量子门和带参可调节

的量子门组成。其中，固定的量子门包含一些常用的量子酉变换，比

如受控 NOT 门、Hadamard 门等；而带参可调节的量子门通常是一些

参数化的酉变换，比如量子旋转门。经典部分则负责根据量子部分的

计算结果调整量子电路中的参数，并将更新后的参数反馈给量子部分。

这个过程通常涉及优化一个目标函数，优化目标函数的目的是最小化

输出和期望输出之间的差异。 

在这个框架下，经典计算和量子计算的交互是计算性能的关键之

一。这种交互通常体现为一个反复迭代的过程，在每一次迭代中，经

典部分负责更新参数，然后将参数传递给量子部分，量子部分则用这

些参数计算对应的目标函数值。如此反复迭代调整参数，直到模型收

敛于最优解或满足精度需求为止。 

在实践应用中，针对不同问题的特点，可以选择或设计不同的带

参量子门序列和优化算法，从而实现更好的算法效果。 

带参量子门序列的选择方法主要分为两大类：固定的选择方法和

自适应的选择方法。固定的选择方法是指一类在优化过程开始前就确

定量子电路整体门序列且在优化过程中不会更改门序列的方法。硬件

高效拟设（Hardware-Efficient Ansatz）是一种这样的选择方法[65]。这

一方法的门序列由一层单比特的带参旋转门和一层纠缠门交替重复

构成。可用旋转门和纠缠门集合都可以根据量子设备的硬件条件而变

化，因此对硬件十分友好，同时也兼备了可构建量子电路的多样性。

酉耦合簇拟设（Unitary Coupled Cluster Ansatz）也是一种固定的选择

方法，它最早在变分量子本征求解器算法（Variational Quantum 

Eigensolver）中提出[66]。这一方法的带参量子门序列与一个带参簇算

子与其共轭转置的差的指数映射后的酉矩阵所对应，带参量子门序列
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通过计算酉矩阵在 Bravyi-Kitaev 变换[67]下的电路得到。酉耦合簇拟

设相较于硬件高效拟设有更多的参数，计算精度因而会更加的高，不

过酉耦合簇拟设忽略了底层量子硬件的连通性，实际实现的量子门序

列的深度相较于硬件高效拟设会更大，需求的量子纠缠门也更多，因

此电路复杂性会更高。对于酉耦合簇拟设的研究十分火热，比如

Joonho Lee 等人提出的 k-UpCCGSD[68]，引入可调节的精度参数 k 来

优化电路的复杂性。其他的固定的选择方法还有应用在量子近似优化

算法中的一种交替门序列，由一层与目标问题关联的酉矩阵和一层与

问题无关的混淆酉矩阵交替构成[58]，这种门序列是由量子绝热理论启

发得到。自适应的选择方法是指在参数优化过程中同时对量子电路的

门序列进行动态构建的方法。这一类方法主要包括应用在变分量子本

征求解器算法中的 ADAPT-VQE 方法[69]等。ADAPT-VQE 方法的想法

是逐步将对目标函数优化效果最好的带参量子门加入到门序列中，通

常采用的做法是选择导致梯度最大的量子门。 

参数优化算法则可以选择经典机器学习领域里常用的方法，可以

按照是否需要计算梯度来分类。基于梯度的优化算法主要是随机梯度

下降法，这类方法需要在给定参数值处对目标函数的梯度（或导数）

进行计算。梯度计算可使用经典的有限差分逼近法，这个方法计算两

个点处函数值之间的差异，并将该差异作为梯度的近似值。另外，计

算梯度还可以使用解析梯度法，这种利用求导规则直接计算梯度，精

度相较于有限差分逼近法更高。适用于变分量子电路的解析梯度法有

Schuld 等人提出的参数转移规则[70]，这个梯度计算方法需要运行两次

量子电路。另外，Farhi 等人还提出了一种只需要运行一次量子电路

的解析梯度法，不过需要引入一个辅助量子比特来帮助测量[61]。不依

赖于梯度的优化方法则有遗传算法、集群优化算法等。 

8.2.4.2 量子近似优化算法 

量子近似优化算法（Quantum Approximate Optimization Algorithm）
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是一种基于变分量子电路的近似求解组合优化问题的算法，由 Farhi

等人于 2014 年提出[58]。量子近似优化算法的基本思想是通过量子绝

热理论中的演化操作来逐步逼近目标函数的最优解。量子绝热理论是

一种基于量子力学的优化算法，它通过控制一个量子系统的哈密顿量，

将其从一个易于制备的初始哈密顿量演化到一个目标哈密顿量，使系

统在演化过程中保持在能量最低的基态，从而得到最优解。量子近似

优化算法可以被视为量子绝热理论的一种近似形式，它的演化操作是

利用经典参数进行调整的，并非严格的绝热演化。该算法通过选择一

个具有良好性质的初始哈密顿量和一系列参数化的演化操作来逼近

目标函数的最优解，初始哈密顿量通常是易于制备的哈密顿量，而演

化操作则对应于一系列参数化的旋转门。相较于传统的量子绝热演化

方法，量子近似优化算法更加灵活且降低了实现的技术要求，但也可

能引入一定的近似误差。 

具体而言，量子近似优化算法的流程包括以下几个步骤： 

（1）定义两个哈密顿量，其中一个哈密顿量与待求解问题相关，

它的基态对应了组合优化问题最优解，另一个哈密顿量是混淆哈密顿

量； 

（2）构造两类带参可调节的量子门，分别对应这两个不同的哈

密顿量； 

（3）选择一个电路深度 p，交替使用上述两类带参可调节的量子

门完成带参量子门序列的构造，如图 8-5 所示； 

 

 

图 8-5 量子近似优化算法的带参量子门序列 
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（4）选择初始参数和输入量子态； 

（5）在输入量子态上运行带参量子电路，对输出量子态进行测

量； 

（6）根据测量结果对量子电路中的参数进行优化； 

（7）重复（5）、（6）直到收敛，根据最终参数多次运行量子电路

并测量，选择具有最佳目标函数值的解作为近似最优解。 

量子近似优化算法已在多种组合优化问题上展现出超越经典算

法的优势。对于最大割问题 Crooks 分析发现量子近似优化算法相较

于 Goemans-Williamson 算法所使用的量子电路深度更浅，并且在固

定电路深度下的算法性能对问题规模不敏感[71]。Ebadi 等人使用量子

近似优化算法，对于特定图实例上的最大独立集问题，相较于模拟退

火方法实现了超线性的量子加速[72]。对于最小顶点覆盖问题，张毅军

等人提出了一种基于量子近似优化算法的实现指数级加速的量子解

决方案，该方案能在多项式时间内以高概率找到问题的解[73]。 

量子近似优化算法对于 NISQ 设备具有强大的兼容性，可以在不

同的量子计算架构上实施，已经在解决多个实际问题上取得成功。

2018 年，强晓刚等人使用光量子方案实现了两个量子比特的量子近

似优化算法，并用来解决三个组合优化问题[74]。2020 年，Pagano 等

人在一种使用离子阱技术构建的量子模拟器上实现了低深度的量子

近似优化算法，用于估计长程横向场伊辛模型的基态能量以及优化相

应的经典组合优化问题[75]。在超导量子计算机设备上，Bengtsson 等

人于 2019 年应用量子近似优化算法解决了精确覆盖问题的小规模实

例[76]，Harrigan 等人在 2021 年在谷歌 Sycamore 超导量子处理器上使

用量子近似优化算法近似求解了最大割问题[77]。 

由此可见，量子近似优化算法在近期的应用前景广阔，并且已经

展示出其在实际问题中的适应性和灵活性。然而，要在更实际的设置

中实现量子优势，仍然面临着噪声和硬件限制等挑战。因此，继续改
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进量子近似优化算法并解决这些挑战仍然是一个持续而活跃的研究

领域。 

8.3 量子学习应用场景 

本章将详细介绍量子学习的应用场景，包括传统机器学习问题的

量子化、量子无监督学习、量子有监督学习、量子强化学习以及量子

层析。这些问题代表了量子机器学习领域的核心研究方向，旨在充分

利用量子计算的优势来改进机器学习任务的性能和效率。 

首先，第 8.3.1 节将研究传统机器学习问题的量子化，借助量子

计算的特性可以为许多经典算法无法有效解决的问题提供更高效的

解决方案。其次，第 8.3.2 节将展开讨论量子无监督学习，量子无监

督学习方法的发展将帮助我们更好地理解和利用未标记数据的潜力。

接下来，第 8.3.3 节将讨论量子有监督学习。在这个领域中，量子机

器学习提供了一些有趣的算法，这些算法在分类、回归和特征学习等

任务中具有优势。此外，第 8.3.4 节还将探讨量子强化学习，量子强

化学习将量子计算的优势与强化学习的方法相结合，提供了处理更复

杂任务和优化更高效策略的能力。最后，第 8.3.5 节将探讨量子层析，

借助量子计算的特性，量子层析方法可以在更高的精度和更少的资源

消耗下提供更好的重建结果。 

8.3.1 传统机器学习问题的量子化 

8.3.1.1 精确学习 

在这个问题设置下，我们假设学习的目标是一个布尔函数，即要

从一个已知的函数集合𝒞（称作概念类）中学习某个未知的𝑐 ∶

{0,1}𝑛 → {0,1}。如同精确学习所表示的那样，在给定成员查询

（Membership Query）下，即当我们向系统查询𝑥时会得到𝑐(𝑥)，我们

的目标是以大概率精确地确定𝑐。一般地来说，当衡量算法复杂度的

方式是对系统的查询次数时，量子算法对比经典算法会有多项式时间

的加速；而当衡量算法复杂度的方式是时间复杂度时，在合理的复杂
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性假设下，对某些学习目标量子算法可以比经典算法指数级别地快。 

在经典精确学习模型下，给定成员查询𝑀𝑄(𝑐)，在查询𝑥时，

𝑀𝑄(𝑐)返回对应的标签𝑐(𝑥)。称𝒜是一个对概念类𝒞的学习者，若对任

意的𝑐 ∈ 𝒞，给定𝑐对应的成员查询𝑀𝑄(𝑐)，以至少2/3的概率𝒜输出ℎ，

满足ℎ(𝑥) = 𝑐(𝑥)对任意的𝑥 ∈ {0, 1}𝑛成立。这个模型也被称作谕示机

确认（Oracle Identification），因为可以把概念类𝒞看作是一组谕示机

的集合，而学习的目标就是在给定某个概念类中喻示机时，确定给定

的谕示机是这个概念类𝒞中的哪一个。 

学习者𝒜的查询复杂度是指对所有𝑐 ∈ 𝒞和所有𝒜内部的随机比

特串中，学习算法需要的对成员查询𝑀𝑄(𝑐)的最多的查询次数。而对

一个概念类𝒞精确学习的查询复杂度是指所有对概念类𝒞的学习者𝒜

中需要的最少的查询复杂度。除此之外，由于每个概念𝑐 ∶ {0, 1}𝑛 →

{0, 1}都可以由其真值表，一个长度为𝑁 = 2𝑛的比特串唯一确定。给

定正整数𝑁和𝑀，我们定义(𝑁, 𝑀) -查询复杂度为所有概念类𝒞 ⊆

{0, 1}𝑁和|𝒞| = 𝑀中具有最大查询复杂度的概念类对应的查询复杂度。 

而在量子的场景下，我们允许学习者使用量子算法，并且对应访

问的成员查询从𝑀𝑄(𝑐)变为对应的量子版本𝑄𝑀𝑄(𝑐)：这个喻示机执

行线性可逆变换|𝑥, 𝑏⟩ ↦ |𝑥, 𝑏 ⊕ 𝑐(𝑥)⟩。对于给定的概念类𝒞，正整数

𝑁、𝑀，我们也可以类似地定义精确学习𝒞的量子查询复杂度和(𝑁, 𝑀)-

量子查询复杂度。 

为了刻画精确学习概念类𝒞的查询复杂度和量子查询复杂度，我

们首先需要介绍一个由概念类𝒞决定的组合参数𝛾(𝒞)： 

𝛾(𝒞) = min
𝒞′⊆𝒞,|𝒞′|≥2

max
𝑖∈[𝑁]

min
𝑏∈{0,1}

|{𝑐 ∈ 𝒞′ ∶ 𝑐𝑖 = 𝑏}|

|𝒞′|
 

这个看起来很复杂的定义事实上由这个学习程序所启发：如果学

习者想要精确地从𝒞中确定𝑐，它可以每次贪心地查询真值表中最有价
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值的一位𝑖 ∈ [𝑁]，即这一位可以在最坏情况下尽可能多地从目前已经

确定𝑐所在的概念类子集𝒞′中去除一部分，从而缩小𝒞′并最终确定

𝑐。不难看出这个经典算法的查询复杂度是𝑂(log|𝒞| /𝛾(𝒞))。于是对任

意概念类𝒞，其精确学习的查询复杂度一个上界是𝑂(log|𝒞| /𝛾(𝒞))。 

2004 年，Servedio 等人在 Bshouty 工作的基础上[78, 79]证明了对

于任意的概念类𝒞 ，精确学习的查询复杂度至少为 Ω(max{1/

𝛾(𝒞), log|𝒞|})。综上所述，对于精确学习某个概念类的经典查询复杂

度我们得到了较紧的上下界。 

2004 年，Servedio 等人[78]证明了对于任意的概念类𝒞，精确学习

的量子查询复杂度至少为Ω (max{1/√𝛾(𝒞), log|𝒞| /𝑛})。一些例子表

明这个下界是最优的。除此之外，2013 年，Kotthari [80]在 Servedio

和 Atici 等人工作[78, 81]的基础上解决了 Hunziker 在 2010 年提出的一

个猜想[82]，证明了精确学习概念类𝒞的量子查询复杂度一个上界是 

𝑂 (√
1/𝛾(𝒞)

log(1/𝛾(𝒞))
log|𝒞|) 

综上所述，我们知道量子对精确学习某个概念类这个问题上至多

有多项式级别加速。更精确地，对于某个概念类𝒞，定义其精确学习

的经典和量子查询复杂度分别为𝐷(𝒞)和𝑄(𝒞)，更进一步，Servedio 等

人在[78]中还证明了一个推论𝐷(𝒞) = 𝑂(𝑛𝑄(𝒞)3)。 

接下来关注(𝑁, 𝑀) -查询复杂度和量子查询复杂度之间的关系。

经典学习理论中的一个公认的结果是 (𝑁, 𝑀) - 查询复杂度是

Θ(min{𝑁, 𝑀})。至于量子的情况，在Alon等人、Ambainis等人和 Iwama

等人工作[83-85]的基础上，Kothari 在 2013 年[80]证明了(𝑁, 𝑀)-量子查询

复杂度分为两类，当𝑀 ≤ 𝑁时是Θ(√𝑀)，而当𝑁 < 𝑀 ≤ 2𝑁 时是

Θ(√𝑁 log 𝑀 /(log(𝑁/ log 𝑀) + 1))。这说明在考虑固定参数情况下的

最坏采样复杂度时，量子比经典有多项式级别的加速。 



中国人工智能系列白皮书 

 243 

8.3.1.2 概率近似正确学习 

在上面精确学习的场景里，我们可以根据自己的需要对不同样本

点对应的标签进行查询，在这样非常可控的查询能力下，在查询次数

足够多时总是能确定目标函数。在 PAC 学习中我们关心另一个更贴

近现实的场景，在这里我们无法完全控制获得的标签对应的样本点，

而只能保证每个数据都是从某个未知的分布中独立采样得到的。 

在现实的场景中，通常我们收集数据，而后再对数据进行处理和

学习，在大部分情况下我们无法根据学习算法的需要对数据集进行补

充，只能根据已经采集到的数据尽可能地逼近目标函数。因此相较于

精确学习，PAC 学习模型更能抓住这种场景的关键，从而更具有研究

价值，受到研究者的广泛关注。 

在经典 PAC 学习模型下，学习算法𝒜能够访问一个能够查询一

个随机采样的喻示机𝑃𝐸𝑋(𝑐, 𝐷)，其中𝑐 ∈ 𝒞是要学习的目标概念，而

𝐷是一个{0,1}𝑛上的未知概率分布。每当学习算法从𝑃𝐸𝑋(𝑐, 𝐷)中查询

时，喻示机会根据𝐷产生一个样本𝑥，并返回(𝑥, 𝑐(𝑥))。在这样的背景

下，我们称学习算法𝒜是一个对概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-PAC 学习者，若对任

意的概念𝑐 ∈ 𝒞和概率分布𝐷，学习算法𝒜在给定喻示机𝑃𝐸𝑋(𝑐, 𝐷)的

情况下能够以至少1 − 𝛿的概率输出一个函数ℎ，满足Pr[ℎ(𝑥) ≠

𝑐(𝑥)] ≤ 𝜖，其中𝑥服从概率分布𝐷。此外，由于学习算法输出的函数ℎ

不一定是目标概念𝑐本身，因此也不一定落在概念类𝒞中。如果学习算

法输出的函数ℎ总是落在概念类𝒞中，则称这个学习算法是适当的。 

学习算法𝒜的采样复杂度定义为其在任意目标概念𝑐 ∈ 𝒞、任意

概率分布𝐷以及一切算法本身随机性下需要访问𝑃𝐸𝑋(𝑐, 𝐷)的最大次

数。除此之外，我们定义一个概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-PAC 采样复杂度是所

有概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-PAC 学习者的最小的采样复杂度。 

量子 PAC 学习模型由 Bshouty 和 Jackson 在 1995 年定义[86]。在

这个模型下，除了学习者可以使用量子算法外，其访问的喻示机也由
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经典情况的𝑃𝐸𝑋(𝑐, 𝐷)变为对应的量子情况𝑄𝑃𝐸𝑋(𝑐, 𝐷)。每当算法访

问这个喻示机，其就会恢复一个量子态 

∑ √𝐷(𝑥)|𝑥, 𝑐(𝑥)⟩
𝑥∈{0,1}𝑛

 

这样的一个量子态是前面对经典情况的一个自然的量子拓展。很

多量子过程可以产生这样的量子态，考虑在给定一些这样的量子态的

情况下进行学习的模型是有意义的。一个量子 PAC 学习算法可以访

问一些上述量子态的复制，在其上进行测量并返回结果。 

在量子情况下，量子学习算法的采样复杂度就定义为在任意目标

概念𝑐 ∈ 𝒞、任意概率分布𝐷以及一切算法本身随机性需要的最多的上

述量子态的数量。与经典的情况类似，我们定义概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-量子

PAC 采样复杂度是所有概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-量子 PAC 学习者的最小的采

样复杂度。 

与 PAC 学习有密切联系的组合参数是 Vapnik 和 Chervonenkis [87]

引入的 VC 维。对一个概念类𝒞，称集合𝑆 = {𝑠1, … , 𝑠𝑡}被打乱，当且

仅当{(𝑐(𝑠1), … , 𝑐(𝑠𝑡)) ∶ 𝑐 ∈ 𝒞} = {0, 1}𝑛。概念类𝒞的 VC 维就定义为

能被打乱的最大集合的大小。接下来用字母𝑑表示概念类的 VC 维。

Blumer 等人在 1989 年[88]证明了概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-PAC 采样复杂度的

一个下界是 

Ω (𝑑/𝜖 + log (
1

𝛿
) /𝜖) 

2016 年，Hanneke[89]在 Simon 2015 年工作[90]的基础上证明了这

个下界是最优的，有了这些结论，我们就得到了概念类𝒞的 PAC 采样

复杂度与其 VC 维的紧的关系，即其的(𝜖, 𝛿)-PAC 采样复杂度是 

Θ (𝑑/𝜖 + log (
1

𝛿
) /𝜖) 

一个自然的研究方向是考虑概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-量子 PAC 采样复杂

度与其 VC 维之间的关系。令人惊讶的是，在这个学习场景里量子并

不比经典情况更有优势。具体地说，在 2018 年，Arunachalam 等人[91]
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在 Atici 与 Servedio 和 Zhang 等人工作[81, 92]的基础上证明了，对𝛿 ∈

(0, 1/2)和𝜖 ∈ (0, 1/20)，概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-量子 PAC 采样复杂度的一

个下界是 

Θ ((𝑑 − 1)/𝜖 + log (
1

𝛿
) /𝜖) 

8.3.1.3 不可知学习 

不可知学习（Agnostic Learning）是对 PAC 学习的一个拓展。在

PAC 学习中，我们总是假设查询得到的标签是准确无误地从目标概念

产生的𝑐(𝑥)，而这一点在现实中并不是一个非常合理的假设。我们无

法确定收集到的数据标签总是准确无误的。算法获得的样本标签存在

错误的情况是不可知学习所关注的。 

经典不可知学习模型中，学习算法访问的喻示机是𝐴𝐸𝑋(𝐷)，其

中𝐷是一个{0,1}𝑛+1上的未知概率分布。每次访问𝐴𝐸𝑋(𝐷)都会从𝐷中

采样一个样本(𝑥, 𝑏)。对于函数ℎ，定义其错误率𝑒𝑟𝑟𝐷(ℎ) = Pr[ℎ(𝑥) ≠

𝑏]，其中(𝑥, 𝑏)服从概率分布𝐷。对于概率分布𝐷和概念类𝒞，我们可以

定义其中函数能够达到的最优错误率为𝑜𝑝𝑡𝐷(𝒞) = min{𝑒𝑟𝑟𝐷(𝑐) ∶ 𝑐 ∈

𝒞}。称一个学习算法𝒜是概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-不可知学习者，当且仅当对

任意概率分布𝐷，算法在访问𝐴𝐸𝑋(𝐷)的情况下，以概率不低于1 − 𝛿

算法输出一个函数ℎ ∈ 𝒞，满足𝑒𝑟𝑟𝐷(ℎ) ≤ 𝑜𝑝𝑡𝐷(ℎ) + 𝜖。不难发现当我

们限制𝐷满足𝑜𝑝𝑡𝐷(𝒞) = 0这就是 PAC 学习模型。 

与前文类似，我们可以定义算法𝒜的采样复杂度是其访问

𝐴𝐸𝑋(𝐷)的最大可能次数。我们定义概念类𝒞的(𝜖, 𝛿)-不可知采样复杂

度是其所有(𝜖, 𝛿)-不可知学习者的最小采样复杂度。 

量子化版本的不可知学习问题由 Arunachalam 和 de Wolf 在 2017

年首先研究[91]。对于概率分布𝐷，算法可以访问喻示机𝑄𝐴𝐸𝑋(𝐷)。对

这个喻示机的每次查询将会返回量子态 

∑ √𝐷(𝑥, 𝑏)|𝑥, 𝑏⟩
(𝑥,𝑏)∈{0,1}𝑛+1
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类似地，我们可以定义量子学习者的查询复杂度和概念类𝒞的

(𝜖, 𝛿)-量子不可知采样复杂度。 

经典不可知采样复杂度的下界由 Vapnik 和 Chervonenkis 在他们

引入 VC 维的工作中给出[87]，也可见 Simon 的工作[93]，上界则由

Telegrand 在 1994 年给出[94]。综合这些结果我们得到，对于任意的概

念类𝒞，其(𝜖, 𝛿)-不可知采样复杂度是Θ(𝑑/𝜖2 + log(1/𝛿) /𝜖2)，其中𝑑

是概念类𝒞的 VC 维。这一结论与前面经典 PAC 采样复杂度的结论被

Shalev-Shwartz 和 Ben-David 在他们的著作《理解机器学习：从理论

到算法》中称为 PAC 学习基本定理[95]。 

在量子的情况中，Arunachalam 在 2018 年[91]证明了对于任意的

概念类𝒞，𝛿 ∈ (1,1/2)和𝜖 ∈ (1,1/10)，设𝒞的 VC 维为𝑑，则其(𝜖, 𝛿)-

量子不可知采样复杂度至少是Ω(𝑑/𝜖2 + log(1/𝛿) /𝜖2)。这个证明与

前面 PAC 学习的情况类似。作为结论，与 PAC 学习类似，在不可知

学习的模型下考虑采样复杂度，量子学习者并不比经典学习者具有显

著优势。 

8.3.1.4 大整数分解与高效 PAC 学习 

虽然在考虑采样复杂度时，量子算法并不比经典算法具有明显优

势。但当我们考虑学习算法的时间复杂度时，我们发现量子比经典具

有很强的优势。Servedio 和 Gortler[78]在 2004 年的工作指出，假设不

存在经典的多项式时间算法分解大整数，那么就存在概念类能够被量

子算法多项式时间PAC学习，但不能被任何经典算法多项式时间PAC

学习；也存在概念类能够被量子算法多项式时间精确学习，但不能被

任何经典算法多项式时间精确学习。 

除此之外，他们还证明了一个更令人惊讶的结果，揭示了量子算

法的神奇之处。他们证明了只需要假设经典单向函数存在，就能够找

到概念类能够被量子算法多项式时间精确学习，但不能被任何景点算

法多项式时间精确学习。这个结论让我们看到了在经典机器学习问题
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考虑时间复杂度时的量子优越性。 

8.3.2 量子无监督学习 

无监督学习是一种机器学习方法，它处理的是没有预先定义类别

标签的数据集。在无监督学习中，算法的目标是从数据集中挖掘出一

些有用的结构模式，例如聚类、降维、异常检测等。量子无监督学习

是利用量子计算机来处理无标签数据集的无监督学习算法。量子无监

督学习算法包括一些经典算法的量子版本，例如量子主成分分析、量

子聚类和量子最近邻算法等。此外，无监督学习算法也可以解决一些

量子计算中的问题，例如量子过程层析，量子纠缠探测，量子相变学

习，量子异常检测，量子去噪等问题。下面将对上述内容进行分类讨

论。 

8.3.2.1 量子主成分分析 

1．概述 

主成分分析是一种在数据挖掘和模式识别中广泛应用的无监督

学习算法，可以用于减小数据集的维度，并发现数据中的结构。Lloyd, 

Mohseni 和 Rebentrost 提出了一种量子主成分分析算法，它是经典主

成分分析的量子版本[26]。与经典主成分分析相比，量子主成分分析可

以利用量子计算机的优异性能，对数据进行快速信息提取，显著提高

处理大型数据集的效率。 

2．实现与应用 

量子主成分分析算法可以看作是一种量子态层析过程：去探索一

个未知量子态的特征。使用多个未知量子态的密度矩阵的拷贝，量子

主成分分析算法能够在对数时间内构建量子态的大特征值所对应的

特征向量。量子主成分分析的实现依赖于一些量子算法模块，包括密

度矩阵指数化和量子相位估计算法[96]。量子主成分分析方法具有以下

优势：相比经典主成分分析方法，计算复杂度可以实现指数级的减少，

这使得解决大规模数据集问题更加高效。作为两个重要的应用，量子
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主成分分析算法给量子态区分和聚类任务提供了新的方法。 

3．挑战与发展 

对于量子主成分分析算法的实际应用，仍然存在一些重要的挑战

和限制。首先，仍需要进一步发展量子主成分分析的理论和基础算法。

其次，在量子计算机硬件的实现和算法设计方面，还需要快速的技术

发展，以实现大规模和高精度的数据处理。 

总的来说，量子主成分分析作为量子无监督学习的关键算法之一，

在数据压缩和模式识别等领域具有广泛的潜力。快速找到一个矩阵的

较大特征值和其对应的特征向量将在高维数据的表示和分析中起到

重要作用。未来，我们会看到更多量子主成分分析应用的出现，并不

断优化和拓展其应用。 

8.3.2.2 量子聚类 

聚类是将数据集划分成相似性较高的数据集群的过程。在无监督

学习中，聚类是一种广泛使用的技术，可以应用于数据挖掘、图像分

析和生物信息学等领域。利用量子计算的特性，量子聚类算法可以对

经典聚类算法进行提速。虽然以上算法已经取得的一定的成功，但是

仍然存在着很多挑战。例如，多数算法需要对量子计算中的误差进行

处理，如退相干和噪声。另外，需要更多的实验结果和数据分析去支

持这些算法的有效性和可扩展性。可以预见的是，随着量子计算机技

术的不断进步，量子聚类算法在未来的无监督学习领域将发挥越来越

重要的作用。下面将对量子聚类算法进行分类展开介绍： 

1.量子谱聚类 

谱聚类是一种强大的无监督机器学习算法，它的核心思想是使用

数据的相似度矩阵来生成拉普拉斯矩阵。利用拉普拉斯矩阵的谱性质，

它能够把数据投影到低维空间，使得聚类更为有效。与经典聚类相比，

量子谱聚类可以显著地降低算法的计算复杂度[97-99]。 

2.量子均值聚类 
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经典 k-均值聚类的目的是：把输入数据集合划分到 k 个聚类中，

使得每个数据点到聚类中心的距离的平均值最小。Lloyd 等人[12]和

Kerenidis 等人[100]分别提出了不同版本的量子均值聚类算法。与经典

k-均值算法相比，它们都能显著地节省运行时间，特别是在处理大数

据集的时侯。更具体的说，在[12]中，量子算法的运行时间与特征空间

的维数成对数关系；在[100]中，量子算法的运行时间是数据集元素个

数的对数级别。 

3.量子 k-中位数聚类 

k-中位数聚类是一种无监督的学习方法，其目的是对数据进行聚

类并找到数据的中心点。k-中位数聚类是一个常用的聚类算法，在经

典机器学习中被广泛使用。与 k-均值聚类算法相比，k-中位数聚类算

法不容易受到异常值的干扰。k-中位数聚类的算法流程如下：首先，

随机选择 k 个数据点作为聚类中心点。然后每个数据点被分配到最接

近的聚类中心。接下来，计算每个聚类的中位数并把它作为新的聚类

中心。最后，重复这个过程直到新聚类中心和旧聚类中心的差距小于

预先设定的阈值。Aïmeur, Brassard 和 Gamb 提出了一种量子 k-中位

数聚类算法[101]。利用量子能够快速寻找中位数的优势，量子 k-中位

数聚类算法能对经典 k-中位数聚类算法进行多项式级别的加速。 

4.量子最小生成树聚类 

最小生成树聚类是一种基于图论的聚类方法，其主要原理是根据

样本之间的距离构建最小生成树，并基于生成树上的边来进行聚类划

分。最小生成树聚类算法可用于无监督学习，以发现数据点之间的相

似性和聚类结构。 

在最小生成树聚类算法中，生成树是指在一个无向图中，连接所

有节点且边权值之和最小的树。当应用于聚类时，将所有数据点看作

图的节点，距离作为边权，然后求得图的最小生成树。最小生成树的

边连接了距离最近的数据点，并且将所有数据点分为若干个连通分量。 
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聚类的划分可以通过保留最小生成树的前 k 个边来实现，这里的

k 是预先设定的聚类个数。可以通过拆分生成树中的边来创建 k 个不

同的子树，每个子树中的数据点构成了一个聚类。由于生成树算法是

基于全局距离的，因此最小生成树聚类算法在数据点之间存在比其他

聚类算法更准确的距离度量关系。 

相比于其他聚类算法，最小生成树聚类算法的优点是可以有效地

识别基于距离的异常点和数据点之间的非线性关系。但是，最小生成

树聚类算法对于离群点和噪声数据敏感，也比较容易被数据中的噪声

干扰。 

在大规模高维数据下，求解最小生成树可能会比较耗时。而量子

最小生成树聚类算法是一种最小生成树聚类算法的量子化版本[101]。

利用量子计算的优势，量子最小生成树聚类能够更高效低处理高维大

规模数据，从而实现更高效的聚类分析。 

在量子最小生成树聚类算法中，首先将待聚类数据映射为一个加

权无向图，其中节点表示数据点，距离作为边的权重。然后使用量子

算法找到相应的最小生成树。设计量子最小生成树聚类算法的核心工

具是振幅放大算法[102]。量子最小生成树聚类算法可以比相应的经典

算法提供多项式级别的加速。 

5.量子分级聚类 

分级聚类是一种聚类方法，它通过逐步划分数据集来建立聚类层

次结构。分级聚类算法从所有数据点开始，不断地将数据集划分为子

集并形成一棵层次树，最终以一组聚类结束。分级聚类算法的特点是

不需要先设定聚类数目，并且聚类层次结构可以轻松地表示在树状图

中。在分级聚类算法中，初始时，所有的样本被视为同一个聚类。随

后，算法通过计算聚类内样本的相似度，然后选取聚类中两个最不相

似的样本进行分裂。将这两个样本分割成两个新聚类，并计算新生成

的聚类与其他聚类之间的相似度。这个过程一直进行下去，直到满足
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某个终止准则，比如指定的分裂次数或聚类内样本距离的阈值。 

量子分级聚类是分级聚类的量子化版本[101]。和传统的分级聚类

算法一样，量子分级聚类算法也通过逐步划分数据集来建立聚类层次

结构。利用量子寻找最大值算法作为子程序，量子分级聚类算法可以

比相应的经典算法实现更为高效的聚类分析[103]。 

6.量子核心集构造算法 

k-聚类（例如 k-中值聚类和 k-均值聚类）是一个基本的机器学习

问题。而核心集是一种处理聚类问题的强大技术。粗略地说，当数据

集很庞大的时候，核心集可以作为数据集的一个小型代理，使得聚类

的计算复杂度大大降低。最近，北京大学前沿计算研究中心的李彤阳、

姜少峰团队[104]提出了一种量子算法，可以快速地找到 k-聚类的核心

集，从而对各种 k-聚类近似经典算法提供平方级别的加速。同时，他

们给出了相应的下界，证明了他们提出的量子算法是几乎最优的（相

差一个对数因子）。 

8.3.2.3 量子最近邻 

Wiebe, Kapoor 和 Svore 提出了一种量子最近邻算法，它是量子

无监督学习中的一种重要算法，旨在从经典数据中寻找最接近某个目

标样本的数据[105]。量子最近邻算法具有一些经典近邻算法所不具备

的优点，如具有更快的训练速度。下面将对量子最近邻算法的理论基

础和应用进行介绍。 

1.理论基础 

量子最近邻算法的核心思想是使用振幅估计方法去计算欧里几

得空间的距离[102]。Wiebe, Kapoor 和 Svore 证明了量子最近邻算法所

需查询次数的上界[105]。在最坏情况下，量子最近邻算法能够对于经

典蒙特卡罗算法在查询复杂度上实现多项式级别的加速。 

2.应用 

在对大型数据集进行分类的时候，经典方法通常需要高昂的计算
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成本。而量子最近邻算法可以同时具有快速分类和准确性的双重优势。

实验表明，对于几个真实世界中的二分类问题，量子最近邻算法的分

类准确率都可以与相应的经典算法相媲美[105]。 

8.3.2.4 量子过程层析 

对一个未知的量子信道进行刻画和验证是量子计算中一个重要

的问题。量子过程层析（即从测量数据中重建未知的量子信道）是刻

画量子信道的一种基本方法。Torlai 等人提出了一种通过将量子信道

表示为张量网络，并结合基于无监督机器学习的数据驱动优化算法来

执行量子过程层析的技术[106]。模拟实现显示，对于最多 10 个量子比

特的无噪音一维和二维随机量子电路，以及一个带有噪声的 5 个量子

比特电路，该方法能够实现超过 0.99 的过程保真度，并且使用的单

量子比特测量次数比传统过程层析技术少几个数量级。 

8.3.2.5 量子纠缠探测 

量子纠缠是量子信息处理任务中不可或缺的资源。陈逸威等人设

计了一种无监督机器学习方法对量子纠缠进行探测[107]。他们提出了

一种由伪孪生网络和生成对抗网络组成的复值神经网络，然后使用不

具有量子纠缠的可分离量子态对该网络进行训练。通过对可分离态进

行特征提取，该网络可以将纠缠态作为异常点检测出来。从两比特到

十比特系统的数值实验表明，该神经网络能够实现平均 97.5%以上的

检测准确率。此外，它还能够揭示纠缠的内部结构，例如子系统之间

的部分纠缠。作为提供一种提取量子态中的隐藏特征的工具，该网络

也可以应用于对其它量子资源的检测，例如贝尔非局域性（Bell 

Nonlocality）测试。 

8.3.2.6 量子相变学习 

随着量子技术的高速发展，实验量子模拟器已经变得足够庞大和

复杂，从大量测量数据中发现新的物理现象可能会非常具有挑战性。

而无监督机器学习方法则是应对这一挑战的可能途径。对于学习量子
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相变的具体任务，现存的无监督机器学习算法主要针对由简单有序参

数表征的相变。然而，这样的方法在涉及更复杂的相变时常常失效。

最近，Lidiak 和 Gong 提出了一种扩散映射方法（Diffusion Map 

Method），该方法对测量数据进行非线性降维和谱聚类，可用于对于

复杂相变的无监督学习[108]。由于该方法适用于基于单一基底的局部

测量，因此可以广泛地应用于各种实验量子模拟器去学习各种量子相

变。 

8.3.2.7 变分量子异常检测 

异常检测的任务是对正常数据和异常数据进行区分。最近， 

Kottmann，Metz，Fraxanet 和 Baldelli 提出了变分量子异常检测算法，

这是一种用于分析量子数据的无监督学习算法[109]。变分量子异常检

测算法使得直接在量子计算机上进行异常检测成为可能。在真实的量

子计算机上的实验表明，该算法在量子设备上具有广泛的应用场景。 

8.3.2.8 量子自编码器 

自编码器是以无监督方式进行训练的神经网络，经典数据可以通

过自编码器进行高效去噪。最近，基于无监督量子神经网络， 

Bondarenko 和 Feldmann[110]提出了一种量子自编码器，可以对几种常

见的小规模量子态进行去噪处理，其中噪声包括自旋翻转误差和随机

幺正噪声。量子自编码器可以广泛的应用于量子态制备和量子计量学

中。此外，量子自编码器进一步的应用场景可能包括量子数据压缩、

量子纠错等。在未来的发展中，为了对更大规模的量子态进行去噪处

理，可能需要设计规模更深的量子神经网络。 

8.3.3 量子有监督学习 

在机器学习中，有监督的学习指在事先已经确定所有类别以及每

个类别的特征的情况下，构建模型对未来的新数据的目标属性值或类

别进行预测。通常，事先已经确定的类别，即其特征，用一组带有标

签的数据集来提供。有监督学习的目标是对带标签的输入数据集进行
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分析、处理以及建模，从而用于预测未来实际生活中出现的不带任何

标签的数据。“有监督”即指机器学习算法受到我们以提供带标签的

学习数据集等方式的监督引导。机器学习算法需要分析输入数据并找

到其中的规律和互相之间的关系，从而预测新数据。 

利用量子叠加态的性质，我们可以把指数规模的经典数据压缩到

少量的量子比特当中。虽然从物理理论上我们不可能从这些少量的量

子比特恢复出原始数据，但是通常情况下我们并不需要训练数据的所

有信息，而只是借助它们对新数据进行预测。于是通过小心地设计量

子算法，在不违背物理原则的情况下，我们依然能对现有的机器学习

算法进行指数级别的加速。在机器学习领域中，需要学习或者预测的

数据通常都以向量的形式给出，而量子计算机的理论天然地使用线性

代数来描述，所以有很直观的方法来把日常生活工作中产生的海量信

息编码到少量的对数级别数量的量子比特当中。同时，相关的算法，

诸如 HHL 等量子算法的理论已经比较成熟，所以我们可以借助量子

计算机改良现有的机器学习算法，设计更加高效的机器学习算法，以

应对愈发庞大的数据规模。 

8.3.3.1 数据预处理 

在生活工作中产生的数据一般是以向量的形式给出的，并且以经

典的形式存储在经典计算机中，或者以量子态的形式存储在量子随机

存取存储器中。为了利用上量子计算机的优势，我们需要把经典数据

编码到对数个量子比特中。从经典信息到量子态的转换是进行这类量

子计算的第一步。当初始数据是存储在量子随机存取存储器中时候，

我们能够通过一次查询就并行地获得关于整个输入数据集的信息，此

时构造目标量子态比较容易[12]。但是当原始数据存储在经典计算机中

时，那么到量子态的转换就变成了最耗时最困难的部分。 

8.3.3.2 量子有监督算法 

Lloyd，Mohseni 与 Rebentrost 在 2013 年对使用量子计算机解决
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有监督分类问题作出了初步探索[12]。考虑最简单的情形，输入数据集

只分为两个标签类。 

则给定一个新的需要预测的数据之后，一个通用做法是把该数据

点分类到离它最近的标签类，且这里一个数据点和一个标签类的距离

定义为数据点到该标签类中元素平均值的欧氏距离。显然这是一个简

单且行之有效的方法，并且在经典计算机中，计算这两个平均值需要

线性时间。在经典机器计算中的学习过程即为计算两个标签类的元素

的平均值，需要的时间为线性。 

在量子计算机中，由于整个训练数据集已经编码到对数个量子比

特中，我们所求的距离仅为一个实数，所以完全有可能仅在着对数个

量子比特上进行操作而得到我们需要的距离。此时时间复杂度应该为

对数，对经典算法形成了指数加速。 

Lloyd 等人证明了，若输入数据已经经过了预处理并且在量子随

机存储器中，则仅用对数时间计算以上距离是可行的。为了计算一个

数据点到一个集合中元素的平均值的距离，我们可以构建两个不同的

量子态，这两个量子态的维数为集合中元素的数量，且它们的保真度

恰好为我们所求的距离。进而用交换测试[111,112]去测量这两个量子态

的保真度就可以得到该数据点到集合中元素平均值的距离。用这个算

法分别计算该数据点到两个标签类的距离，就可以决定该数据点最终

的分类。由于维度为数据规模的量子态只需要对数级别的量子比特就

能实现，所以这个方法只需要对数时间复杂度。 

注意到 Lloyd 等人的算法还具有很好的隐私性，这是因为其对包

含数据集的量子随机存储器的查询次数很少，只有对数次。虽然一次

量子查询能得到关于整个数据的综合信息，但是一次查询能得到的信

息量是有限的。由信息论和量子层析的原理我们知道，要复原整个数

据集，至少需要线性时间把每个数据点查询一次。而对数次查询只能

获得关于数据集的对数量级的信息。于是我们发现借助量子计算机运
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行机器学习算法不仅能带来时空复杂度的指数级提升，还能额外得到

对原始数据的隐私性的保护，即机器学习算法或者用户终端除了获得

用于预测新数据的必要的信息量之外，只能额外获得很少的关于训练

集内容的信息，从而无法窥探一些敏感信息。 

下面介绍量子计算机下一些常见的有监督学习算法的实现。 

1.支持向量机 

支持向量机为解决有监督分类问题的一个强有力的工具。支持向

量的主要思想是寻找两个将数据集按照所属标签分割的平行的超平

面，并且最大化超平面之间的距离。此时，在平面上的数据点就称为

支持向量。若给定的数据无法完全按照所属标签用超平面分开，则可

以用核技巧将低维的不可分数据映射到更高维使得它们线性可分。

Rebentrost，Mohseni 与 Lloyd 运用 HHL 算法，构造了一个量子最小

二乘支持向量机[11]。 

在传统的经典计算机中，用支持向量机处理数据至少需要线性时

间。Rebentrost 等人的算法借助量子计算机的优势，通过把指数级别

的带标签数据编码到量子态中的方式，用少量的量子比特就能处理指

数级规模的数据。 

支持向量机需要处理的一个概念为核矩阵。核矩阵在包括支持向

量机在内的许多算法中都至关重要[15,16]。支持向量机中很重要的一种

核矩阵为线性核。按照定义，给定数据集中的两个数据，则它们的线

性核就是它们的内积。注意到在 HHL 算法中，我们可以用相位估计

算法，去把一个矩阵的逆作用到一个向量上。我们可以不仅仅局限于

矩阵的逆，而是可以对该算法进行拓展，从而高效地进行所有的形如

uTLv 的内积。这里 u 和 v 为向量，L 为任一矩阵[12]。于是，运用 HHL

算法以及处理内积的算法，通过对量子态当中所包含的带标签的学习

数据进行处理，我们可以以量子态的半正定矩阵的形式，生成一组数

据的核矩阵。同时，由于核矩阵是非稀疏的，Patrick Rebentrost 的算
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法需要一套对非稀疏矩阵的量子态进行矩阵幂的算法[26]。最后，该算

法也能应用到非线性核的支持向量机上，实现对非线性支持向量机的

指数加速。 

2.线性回归 

回归任务考虑的问题是如何用理论模型去拟合实验得到的数据，

这是所有学科，尤其是实验科学都会遇到的重要问题。在机器学习理

论中，回归问题亦可看成是学习一个未知函数的问题：在已知一个函

数的若干个数据点的情况下，去学习这个函数的具体形式。这些数据

点可能会有误差和噪音，所以真实的函数一般无法完全拟合这些给定

的数据点。一般这个函数的大致形式需要我们去猜测，比如它是一个

线性函数或者是一个多项式函数。在确定好所使用的理论模型或者函

数的大致种类之后，通常需要调整很多参数，去最大化地拟合实验数

据。所使用的模型或函数往往随着研究的具体问题而变化，并无固定

形式，但是我们一般可以使得模型或者函数值随着参数线性变化。例

如，当猜测函数为有限维多项式函数时，我们需要调整的参数即为各

个幂次的系数。此时，我们需要拟合的就是一个线性函数。在经典计

算机中，可以使用诸如最小二乘法或者梯度下降之类的算法解决线性

回归问题。在量子计算机中，由于量子态天然地用线性代数表示，且

若干个量子态可以表示指数维度的线性空间，所以可以用量子物理的

特性设计高效的量子算法解决线性回归问题。 

在经典计算机的算法中，最小二乘法求线性回归任务的解可以用

摩尔-彭若斯广义逆（Moore-Penrose pseudoinverse）给出[17]。摩尔-彭

若斯广义逆将矩阵逆的概念推广到所有矩阵上。由于 HHL 算法[4]恰

巧在某种意义上实现了量子态上的矩阵逆算法，所以 Wiebe，Braun

和 Lloyd 通过对 HHL 算法改良，在 2012 年算法实现了量子态上的

摩尔-彭若斯广义逆变换，设计了更加高效的量子算法[14]。这个算法

的缺点是它只能把矩阵逆的结果即最小二乘法解线性回归得到的解
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编码到一个量子态当中。为了从量子态当中提取到这个解的具体参数，

还需要进行一些繁复的过程，比如使用量子层析算法，还原出这个量

子态的所有参数，而量子层析往往需要指数复杂度时间。虽然无法高

效取得最优线性回归的具体参数，他们给出了基于得到的量子态，去

预测这个回归模型的拟合度的算法。 

Schuld，Sinayskiy 以及 Petruccione 研究了直接用量子计算机进

行预测的问题[18]。他们的结果规避了使用量子层析等开销巨大的方法

获取线性回归的具体参数：在一个量子态当中得到线性回归的解之后， 

Schuld 等人设计了算法，可以直接基于这个量子态对未来的数据进行

预测。当然，当描述一个线性方程的参数比较少时，存储量子态肯定

要比以经典形式直接存储一个线性回归模型的参数要困难得许多。王

郭明在 2017 年在直接计算线性回归模型的参数，而不是把参数编码

到量子态的问题上，取得了重要进展。在某些特殊的问题上，其设计

的改进版本的量子算法，可以在对数时间内直接获得用最小二乘法解

决线性回归任务的解[13]。不同于之前若干基于原始 HHL 算法的结果

[14, 18]，王郭明的结果基于 Childs, Kothari, and Somma 的改进版本的

HHL 算法[9]。 

3.贝叶斯分类器 

贝叶斯分类器是一类以贝叶斯定理为基础，通过学习已有数据和

条件，去计算目标数据所属分类的概率，从而进行分类的算法，是解

决分类问题的一个有力工具。 

在经典计算中，常用的分类器有朴素贝叶斯分类器，二次分类器

和线性分类器等。邵长鹏在 2020 年借助分块编码实现了用量子计算

机对贝叶斯分类器算法的加速[19]。由于量子计算机能够在某种程度上

并行地处理指数量级的数据，所以该结果上述提到的朴素贝叶斯分类

器，二次分类器和线性分类器都能起到指数的加速效果。 
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8.3.4 量子强化学习 

量子强化学习的骨架与经典强化学习的骨架并没有本质的不同。

区别于经典强化学习的是，量子强化学习中，状态、动作、参数等数

据可能以量子方式进行编码并以量子方式进行更新。量子强化学习是

一个仍在探索中的前景广阔的学科。 

经典强化学习中有两类典型框架：一类方法基于对动作价值函数 

Q(s,a)的估计设计策略，这类算法称为基于价值的方法，包括 Q-

learning 和 SARSA 等著名算法；另一类方法则称为投影模拟

（Projective Simulation，PS）方法。在本节中，将首先介绍基于价值

的方法在量子强化学习中的若干实现方式，之后介绍投影模拟在量子

强化学习中的发展及前景。 

8.3.4.1 受量子启发的强化学习 

探索量子强化学习的第一个方向是由 Grover 算法启发的。于

2008 年，董道毅等人[113]第一次提出了量子强化学习这一概念，将量

子引入强化学习。董道毅提出的框架简述如下：首先，在量子系统中，

任意选择量子可观测量状态，其所有特征向量可以构成 Hilbert 空间

下的一组标准正交基。在该框架中，状态和动作都是量子态，并且对

应到不同的量子系统中，我们称之为状态空间𝒮与动作空间𝒜，并且

设状态空间和动作空间中的标准正交基为|𝑠𝑛⟩, |𝑎𝑛⟩。状态空间中的任

何态 |𝑆⟩都可以用形如 |𝑆⟩ = ∑ 𝛼𝑛|𝑠𝑛⟩𝑛 的形式表示，其中𝛼𝑛 满足

∑ |𝛼𝑛|2
𝑛 = 1称为振幅。策略则对应于状态空间到动作空间，即𝒮 → 𝒜

的一个映射。根据策略选择时，则是根据该映射对应到动作空间中，

在动作空间的标准正交基|𝑎𝑛⟩下进行测量，根据测量出的结果选择对

应的动作。以量子计算中的 Grover 算法为灵感，通过不断迭代，提

升策略中较好行动对应的振幅，从而不断改善策略直至收敛。尽管提

出了量子强化学习的框架，但以目前的科技水平而言，董道毅所要求

的在量子环境中进行量子强化学习需要大量的量子比特，这仍是一件
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不太现实的事情。 

以上述框架为灵感，董道毅于 2012 年[114]提出了量子启发式强化

学习，并且在机器人导航任务上进行测试，取得了比以往更好的效果。

而于 2021 年，Qing Wei 等人[115]则在上述框架下提出了量子深度强化

学习的一种实现方式。更具体地来说，该文章提供了一种在量子框架

下自然且易于使用的经验放回机制。经验被诠释为一些量子态的张量

积。而经验放回机制涉及三个子操作：准备操作、折旧操作以及基于

量子观测的经验选择。准备操作指将作为量子态的经验结合时序差分

误差产生新的量子态，这可以被视为经验的初步加工。折旧操作指调

整经验的一些参数，使得经验与我们预期的意义一致，调整的参数包

括时间等。基于量子观测的经验选择则指从过往的经验中提取经验并

以该经验作为动作选择的依据。在准备操作和折旧操作中，通过引入

Grover 算法，使得产生较高收益的行动概率得到提升。通过该经验放

回机制，该文章实现了基于量子经验放回的深度强化学习（DRL-QER）

算法，在 OpenAI 平台进行了测试并与其他两种算法进行了对比，

DRL-QER 算法在一些环境中取得了更好的效果。 

Dunjko 等人[116]在环境、动作都是量子态的假设下提出了更为细

致的另一种框架，并通过理论分析说明量子强化学习可以做到平方加

速。后续有一些工作对该框架进行改进，如[117]讨论了该框架应用于

元学习的场景。 

8.3.4.2 基于变分量子电路的量子强化学习 

随着变分量子电路理论的发展，基于变分量子电路发展量子强化

学习成为了量子强化学习理论中最重要的部分。嘈杂中型量子设备

（NISQ）是目前量子计算机的主流形态，基于 NISQ 进行设计和实验

也因此成为量子强化学习中的重要研究方向。而在这其中，利用变分

量子电路框架进行量子深度强化学习是一件尤其可行且非常有潜力

的工作。Kwak 等人[118]作出了对于 2021 年前的量子强化学习相关研
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究的一个总结，同时，这也是基于变分量子电路利用 PennyLane 库实

现量子强化学习的一篇教程。 

2020 年，Chen 等人[64]首先提出使用变分量子电路框架研究深度

强化学习，他们重新诠释了经验回放和目标网络，总结出变分量子深

度 Q 网络（VQ-DQN）。VQ-DQN 框架与 Dong 提出的量子强化学习

有相当大的不同。VQ-DQN 框架中的状态、动作、策略仍然是经典的。

其中的量子部分主要在于用 VQ-DQN 替换深度 Q 网络以估计 Q 值。

估计 Q 值时以目前的状态作为输入，以最优的决策作为输出返回。在

量子中，一个较好的编码方案可以使用较少的量子比特，从而可以减

少变分量子电路中训练参数的数量。本文的编码是量子电路的一部分，

编码策略则是将状态空间先编码为整数，将该整数的二进制表示中的

每一位对应到相应的量子比特上。量子电路初始以全|0⟩输入，整数位

为 1时，则在对应位采用𝑅𝑧(𝜋)𝑅𝑥(𝜋)门，在对应位的量子比特则变为

𝑅𝑧(𝜋)𝑅𝑥(𝜋)|0⟩ = |1⟩，否则整数为 0 时，采用𝑅𝑧(0)𝑅𝑥(0)门，得到

𝑅𝑧(0)𝑅𝑥(0)|0⟩ = |0⟩。尽管本文的编码策略较为简明，在 FrozenLake

和 CognitiveRadio 环境下进行测试时，仍可以以较少的参数取得较优

的结果，这种参数的减少优势将随着环境规模的扩大而逐渐凸显。

Owen 等人[119, 120]则改进扩展了 Chen 等人的框架，使该框架可以对连

续空间起效。并且，他们设计了多体量子强化学习的框架。不过，使

用经典方法于该框架下对 Pong 环境和 Breakout 环境测试，该框架并

不能取得较好的学习成果。吴绍君等人[121]的结果则进一步改进了连

续空间中的量子强化学习模型，并且提出了量子状态振幅编码：一种

避免了离散化导致的状态数指数增长的状态编码方法。利用他们设计

的框架 QDDPG，他们尝试解决了量子计算中较为重要的问题：量子

态生成问题以及特征值问题。 

尽管前述工作看起来十分的完善，Skolik 等人 [122]则指出在

CartPole 这一环境下，Samuel Yen-Chi Chen、Owen 的框架并不能起
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到比较好的效果。他们还将指出，相比于基于深度神经网络的强化学

习，基于变分量子电路的强化学习更加依赖超参数以及编码策略。在

CartPole 环境中，一辆与一根棍子以固定点方式连接的小车在水平轴

上无摩擦的运动，而我们可以选择向左推或者向右推小车，强化学习

的目的则是保持小车尽可能的接近初始态。小车和棍子的位置和速度

可以决定这个系统，因此，这可以被视作一个 4 维经典系统。CartPole

在经典强化学习中具有已知的较好策略，因此 CartPole 成为了量子强

化学习中的常用测试。Chen 等人[123]于 2022 年运环境用量子振幅编

码技术，将 4 维的 CartPole 环境编码为了含有 2 个量子比特的系统

中，在该编码下取得了近似最优的表现。同时，他们使用多体张量网

络-变分量子电路（TN-VQC）架构，将具有 147 维输入的 MiniGrid 环

境编码为变分量子电路架构中的 8 维向量，同样在测试中取得了近似

最优的表现，展现了量子电路在缩小计算规模上的能力。 

变分量子电路框架不仅可以缩小计算规模，在许多的环境下，其

自身的量子优势将得以凸显。Jerbi 等人[124]也提出了若干基于变分量

子电路的强化学习框架，特别的，引入了 SOFTMAX-VQC 策略。他

们使用蒙特卡罗方法策略梯度算法来学习该策略，在 CartPole、

MountainCa 和 Acrobo 环境下测试，得到了比运用一般策略的量子强

化学习更好的学习效果。但更重要的是，他们通过在变分量子电路生

成的环境下测试发现，在该环境下，基于变分量子电路的强化学习表

现明显优于基于神经网络的强化学习。该环境仍不够自然，因此他们

还构建了一些与传统的监督学习任务相近的环境，在该环境下，承认

离散对数在经典计算中的困难性则可以说明变分量子电路在该环境

下优于任何的经典强化学习方法。不过，Skolik 于[122]中指出，尽管该

文章展示了量子优势，但在这些展示优势的环境中，如何以变分量子

电路学习最优策略仍然是未知的问题。Sequeira 等人[125]则用理论分析

了量子策略梯度算法的收敛速率，在 CartPole 和 Acrobo 环境下进行



中国人工智能系列白皮书 

 263 

测试验证了该结果。而且通过 Fisher 信息研究了梯度方法在量子模型

下的有效程度，以此说明了量子模型相较于经典模型可以以更少的数

据得到更准确的结果。 

变分量子电路框架具有强大的生命力，有许多的研究尝试将经典

强化学习中的算法和思想迁移到量子强化学习中，且几乎都取得了与

经典版本相当或者更好的结果。通过扩展经典强化学习中的中心化训

练、去中心化执行方法，Yun 等人[126]设计了一种全新的量子多体强化

学习方法，并说明在 Single-Hop Offloading 环境下，该方法在 60%的

比例上优于经典多体强化学习方法。通过用变分量子电路框架诠释经

典中的长短期记忆神经网络，可以得到量子版本的长短期记忆神经网

络（Quantum Long Short-Term Memory，QLSTM），Samuel Yen-Chi Chen

等人[127]使用 QLSTM 实现了量子递归神经网络。更具体的，该文章

以 QLSTM 进行强化学习，在 CartPole 环境下，取得了比经典递归神

经网络更好的结果。Kimura 等[128]扩展了变分量子电路框架下的强化

学习，在 POMDP 模型下进行量子强化学习，该文章的方法基于经典

的复值强化学习，通过在 Maze 环境下进行测试说明了量子优势。

Qingfeng Lan 等[129]则提出了量子版本的 Soft Actor Critic 算法，并在

Pendulum 环境下进行了测试，与经典算法相比，运用更少的参数得到

了近似的效果。尽管量子强化学习相比经典强化学习具有优势，但训

练量子强化学习需要大量的资源。于是，借鉴于经典强化学习中的

A3C 网络， Chen[130] 提出了量子版本的 A3C 网络（ Quantum 

Asynchronous Advantage Actor-Critic，QA3C），在 Acrobot、CartPole

和 MiniGrid 环境下进行测试，得到了与 A3C 网络相当或者更好的效

果。 

此外，还有一些基于变分量子电路框架研究的较为零散的结果，

在此处进行陈列。Hu[131]以[132]提出的 CV 模型下的量子神经网络 CV-

QNN 为基础研究量子强化学习，在 FrozenLake 环境下进行了测试。
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在深度 Q 网络中，以期望作为选择动作的标准，将分布和期望相比，

分布包含的信息更多，因此以分布作为学习媒介的方式（distributional 

Deep Q Network，distDQN）也是一种值得考虑的方法。Wei Hu [133]用

CV-QNN 实现了量子版本的 distDQN，仍在 FrozenLake 环境下进行

测试，与之前的结果[131]相比，量子 distDQN 更容易找到较优策略并

且平均表现也更好。不过，Hu 的几篇工作都没有展示具体细节。 

Hsiao[134]的工作探讨了不引入纠缠的情况下量子强化学习的效

果。该文章引入了新的函数近似方法：单量子门的变分量子电路。在

该框架中，以一层单量子电路门作为输入层，之后以一层单量子电路

门进行参数的调整，测量之后，将结果输入经典神经网络中进行训练。

以经典的近端策略优化算法作为基底，单量子门的变分量子电路作为

函数的近似在 CartPole，Acrobot 和 LunarLander 环境中进行测试，仍

然取得了比经典神经网络更好的效果。但值得提出的一点是，该文章

的编码方式为最简单的编码，而非量子振幅编码，因而并没有显著减

少参数的数量，该文章实现的方法也更接近于量子启发式强化学习。 

8.3.4.3 基于玻尔兹曼机的量子强化学习 

在经典强化学习中，使用玻尔兹曼机（Boltzmann Machine）作为

函数空间中的估计也是一种常用方法。于 2016 年，Crawford 等[135]则

考虑运用量子模拟退火（Simulated Quantum Annealing，SQA）和深度

玻尔兹曼机作为量子玻尔兹曼机（Quantum Boltzmann Machine，QBM）

的框架，以该量子玻尔兹曼机进行强化学习的方法称为 QBM-RL。

QBM-RL 在实验中比 RBM-RL 表现更优，具体地说，QBM-RL 的优

势在于便于处理具有较大动作空间上的问题。但 QBM-RL 的物理实

现仍然是一件困难的事情。Levit 等[136]则将 QBM-RL 在 D-wave 系统

上以硬件层面实现，并且经过对比实验得出在 Grid-World 问题上，该

实现劣于运用 SQA 的 DBM-RL。于 2021 年，Jerbi 等[137]扩展了[135]的

框架，达到了更好的性能以及更强的兼容性。以玻尔兹曼机进行估计
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时，近似采样的困难性将成为瓶颈，而本文的框架突破主要在于采用

了一种量子近似采样算法规避瓶颈。量子近似采样算法包括如下几种：

量子吉布斯采样算法、基于哈密顿量模拟的吉布斯态制备算法和量子

模拟退火算法，上述算法在目前的硬件条件下均不太可能实现。该算

法的一个可行版本则以变分吉布斯态制备过程为核心。尽管有噪音、

退相关等问题，但该扩展的框架有望在 NISQ 设备上实现。 

8.3.4.4 基于投影模拟的量子强化学习 

投影模拟是一种受到物理启发的强化学习方法。于 2012 年，

Briegel 等人[138]首次提出投影模拟。在投影模拟中，代理被视作接受

感知并输出动作的过程，具体的条件概率则称为策略。以往学习的经

验将作为感知和动作间的带权网络储存在记忆中，并且感知与动作的

配对将被标记好坏情况。在选择动作时，代理将根据以往学习的网络

从当前感知对应的节点随机游走一定时间，在一定次数内，如果游走

到已被标记为好的感知-动作对，那么输出相应的动作，否则随意输

出。根据得到的回报，在网络中相应地分配边的权重以及感知-动作对

的标记作为学习的过。除了投影模拟，这项工作还提出了投影模拟相

应的量子框架。在量子版本中感知与动作仍然是经典变量，仅有网络

被解释为量子变量。而经典投影模拟选择动作中的随机游走则对应于

在作为量子态的网络中的量子游走。不过，该文章仅粗略地谈及了量

子框架，没有更深入的工作。 

Paparo 等人[139]则较为具体地描述了量子游走的过程。他们的框

架与 Briegel 等人的投影模拟框架不同，被称为基于反射的投影模拟

框架（Reflection-based Projective Simulation，RPS）。对于不同的感知，

RPS 将建立独立的记忆网络而非一个整体的记忆网络，动作选择和更

新则相应在对应的记忆网络上进行操作，其余部分不改变。在经典的

投影模拟框架中，可将随机游走过程视为在标记为好的动作上的一个

采样任务，调整网络中的权重可以被视为调整采样任务中的参数。在
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量子游走中，使用类似于 Grover 算法的方法设计算子，以该算子进

行采样任务中参数的调整，将该算子对应的扩散过程视为量子游走。

在该文中，使用量子游走建立的RPS框架称为QRPS。因采用了Grover

算法，故使用 QRPS 的 PS 代理相比 RPS 代理，在涉及随机游走的过

程中，理论上有平方级别的加速。Dunjko 等人[140]则给出了在若干限

制下的 QRPS 的实现，并在 Invasion Game 中进行了数值测试，验证

了平方加速。 

投影模拟在量子计算上有较为重要的应用。Tiersch 等人[141]说明

了利用投影模拟方法进行学习，可以在变换的环境中得到适应能力较

强的量子计算能力，并且尝试实现了基于测量的 Grover 搜索算法。

Melnikov 等人[142]则说明了基于投影模拟方法的代理在自动设计量子

实验上的可行性，该工作启发了大量后续工作。如 Pires 等人[143]尝试

了以此方法在 NISQ 上自动合成生成 Bell 态或 GHZ 态的量子电路。 

8.3.5 量子层析 

由量子过程层析问题可以转换为对其 Choi 态的层析，在这里我

们主要关注量子态层析（Quantum State Tomography, QST）。量子态层

析主要关注如下问题，对于任意未知的𝑛-qubit 量子态𝜌 ∈ ℂ𝑑×𝑑，这里

𝑑 = 2𝑛，我们需要这个量子态的多少份独立复制才能输出一个量子态

的矩阵描述𝜌̂，使得‖𝜌 − 𝜌̂‖ ≤ 𝛿。一般情况下我们考虑迹距离，即‖⋅‖𝑡𝑟。

量子态层析的采样复杂度对很多量子计算问题都有影响，例如量子纠

缠证明[144]、理解量子态之间的纠缠[145]等等。 

一个最简单的暴力 QST 算法需要𝑂(𝑑6)个量子态的复制：对𝑑2个

泡利矩阵来进行测量，每个测量𝑂(𝑑4/𝛿)次，再通过解线性方程组得

到𝜌的描述。在 2012 年，一个更高效率的 QST 算法由 Flammia 等人

提出[146]，他们使用了一种名为压缩感知的技术，把 QST 需要的量子

态复制数提高到了𝑂(𝑑4/𝛿2)。 

接下来，Kueng 等人在 2017 年使用更复杂的技术[147]，把需要的
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复制数提高到了𝑂(𝑑3/𝛿2)。没过多久，Haah 等人[148]和 O’Donnell 等

人[149]在这个问题上取得了突破，得到了这个问题的最优采样复杂度。

在迹距离下，进行误差不高于𝛿的量子态层析需要𝑂(𝑑2/𝛿2)个量子态

的复制；如果已知这个量子态的秩不超过𝑟，则在保真度（Fidelity）

误差不超过𝜖的情况下需要𝑂(𝑑𝑟/𝜖)个量子态的复制。 

上面的算法从采样数上来说已经达到了最优，但是这些算法的时

间复杂度非常高，事实上，它们的时间复杂度是𝑑的指数级，也就是

𝑛的双指数级。在现实中，这样的时间复杂度是无法忍受的。一个自

然的问题是是否存在时间上高效的层析算法？更具体地来说，如果我

们仅允许每次对一个量子态的复制进行测量操作，最少需要多少份量

子态的复制才能进行QST？有一系列工作对这个问题发起挑战[150, 151]，

并且在 2022 年，Chen 等人给出了这个问题紧的下界[152]，结合 Kueng

等人在 2017 年的工作[147]，我们知道在这种情况下需要的量子态复制

数是Θ(𝑑3/𝛿2)。 

与量子层析有密切联系的另一个问题是量子态谱估计，目标是学

习未知量子态的谱，即特征值。2016 年，O’Donnell 和 Wright 证明了

𝑂(𝑑2/𝜖2)个量子态的复制能够让我们以𝑙1误差𝜖以内估计量子态的特

征值，他们也证明了一个下界𝑂(𝑑/𝜖2)。谱估计在一些属性测试问题

中有重要意义[149, 153-155]。有关谱估计紧的采样复杂度仍然是一个开放

问题。 

8.3.6 其它量子学习算法 

本章将介绍一些其他的量子学习算法，这些算法包括受量子启发

的算法、量子遗传算法、量子粒子群优化算法以及量子蚁群算法。 

8.3.6.1 受量子启发的算法 

受量子启发的算法是指受到量子计算思想启发而设计的经典计

算算法。这些算法的设计灵感来自于量子计算中的一些特性，如量子

并行性、量子随机性和量子跳跃。受量子启发的算法的目标是通过运
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用类似量子计算中的思想和技术，改进经典计算的效率和性能。这些

算法并不使用量子态或量子比特，而是使用经典计算资源进行实现。 

受量子启发的算法具有非常广泛的应用，包含了组合优化[156]，

图论和网络优化[157]，以及大数据技术与应用[158]等领域。而在机器学

习领域，受量子启发的算法更是涵盖了方方面面，包括但不限于分类

任务[159, 160]、推荐系统[161]、线性回归[162]、主成分分析[163]、自动聚类

[164]、强化学习[165]。 

举一个受量子启发的算法在机器学习中的具体例子。在 2016 年，

Kerenedis 和 Prakash 设计了一种量子算法，用于在量子计算机上以

polylog(nm)时间算出一个 n×m 矩阵的低秩近似。他们将这一技术应

用于推荐系统，并且比经典算法更快。受到这项工作的启发，华裔科

学家唐乙文设计了一种受量子启发的算法[161]，假设事先准备好某种

数据结构，那么运行时间可以达到 polylog(nm)。这种数据结构称为段

树，用于模拟在量子计算机中，一个量子态在计算基下测量之后得到

的概率分布。具体而言，段树存储了一个长度为 n 的实向量，并且支

持以下操作： 

（1）在 O(log n)时间内读取或更新某个元素； 

（2）在 O(1)时间内得到向量长度； 

（3）在 O(log n)时间内，正比于元素值的平方，采样出其中一个

元素。 

这种数据结构并不难构造：首先它是一个二叉树结构，然后在叶

子结点存储元素值的平方，每个非叶子结点存储两个子女的和，那么

根结点存放的就是向量长度的平方。利用段树，读写和采样都可以在

对数时间内完成，但是建立段树本身至少需要 O(n log n)时间，因此

唐乙文的结论是以提前准备好段树为前提的。尽管如此，它仍然是一

篇突破性的工作，催生了许多其他受量子启发的算法的诞生[158,162,166-

170]，例如矩阵求逆、线性回归等。 
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8.3.6.2 量子遗传算法 

众所周知，遗传算法（Genetic Algorithm）是一种受生物进化和

遗传学理论启发的优化算法。它模拟了自然界中的进化过程，并通过

对问题空间中的个体进行演化和选择来找到最优解或近似最优解。

1996 年，Narayanan 和 Moore 将量子计算的概念引入遗传算法的框架

中，首次提出了量子遗传算法，并成功地应用于解决旅行商问题[171]。

量子遗传算法通过利用量子计算中的并行计算和优势特性，以及遗传

算法的进化思想，提供了一种高效、强大的全局优化解决方案。核心

思想是将量子态的叠加、相干性和纠缠引入遗传算法的演化过程中，

将量子位用于表示遗传编码，量子逻辑门用于实现基因的演化和变异。

量子遗传算法利用量子计算的并行性和高效性，通过演化算子不断进

化种群，并利用量子旋转门来实现全局搜索和优化。 

与传统遗传算法相比，量子遗传算法具有以下优点： 

（1）小规模种群：量子遗传算法使用较小规模的种群即可获得

较好的优化结果，从而减少计算资源和时间成本； 

（2）快速收敛：量子遗传算法具有快速的收敛速度，能够在较

短的时间内找到较优解； 

（3）全局优化：量子遗传算法具有较强的全局优化能力，能够

在解空间中进行广泛搜索并找到全局最优解; 

鲁棒性：量子遗传算法对初始参数的变化较为鲁棒，能够适应多

样性的问题和约束条件。 

8.3.6.3 量子粒子群优化算法 

粒子群优化算法（Particle Swarm Optimization）是一种启发式优

化算法，受到鸟群觅食行为的启发而提出。它是一种群体智能算法，

通过模拟鸟群中个体的协作行为来解决优化问题。 

粒子群优化算法的基本步骤如下： 

（1）初始化粒子群：随机生成一组粒子，每个粒子代表一个潜
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在解，并且给予初始速度； 

（2）评估适应度：根据问题的评价函数，计算每个粒子的适应

度值，用于衡量该粒子解的质量； 

（3）更新粒子位置和速度：根据每个粒子自身的经验和群体的

经验，更新粒子的移动方向和速度。其中，每个粒子会记住自身历史

上表现最好的解（局部最优解），同时也会借鉴整个群体中最好的解

（全局最优解）； 

（4）重复迭代：重复步骤（2）和步骤（3），直到达到指定的迭

代次数或满足停止条件。 

在粒子群优化算法中，每个粒子的移动是根据其当前位置和速度

来更新的。速度的更新是通过加权和粒子自身的历史最佳位置，以及

整个粒子群历史最佳位置来实现的。这种协作和信息共享的方式使得

粒子能够在解空间中进行搜索，并逐步向全局最优解的位置移动。 

2004 年，孙俊等人首次在粒子群优化算法中引入量子计算概念

[172]，并在同一年正式提出了量子粒子群优化算法[173]。与经典粒子群

优化算法不同的是，量子粒子群优化算法引入了量子测量和量子旋转

的概念。通过量子测量，量子粒子群优化算法可以对粒子的状态进行

评估，从而获得关于解质量的信息。传统的粒子群优化、算法中，只

有经典的适应度函数用于评估粒子。而在量子粒子群优化算法中，基

于量子测量的评估提供了更丰富和准确的信息。而通过量子旋转操作，

在搜索过程中调整粒子的状态，使粒子能够更好地适应和利用搜索空

间。量子旋转操作使得量子粒子群优化算法可以在能量最高的位置上

进行并行搜索，从而加快搜索效率，同时也使得量子粒子群优化算法

具备跳出局部最优解的能力，进一步提高了全局优化的能力。 

8.3.6.4 量子蚁群算法 

蚁群算法（Ant Colony Optimization）是一种基于蚂蚁行为模拟的

启发式算法，用于解决组合优化问题。主要思想是模拟蚂蚁在寻找食
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物时的行为。蚂蚁在路径选择时通过释放一种称为信息素的化学物质

来进行通信。信息素会留下痕迹，其浓度会被其他蚂蚁察觉并影响它

们的选择。蚂蚁倾向于选择信息素浓度较高的路径，从而使该路径变

得更加吸引其他蚂蚁。经过多次迭代，最优路径上积累的信息素浓度

会增加，吸引更多的蚂蚁选择该路径。 

2007 年，王灵等人提出了量子蚁群算法[174]，用量子位来存储信

息素浓度，并且用量子旋转来更新信息素浓度。2008 年，他们把量子

蚁群算法和支持向量机结合起来，用于化工生产过程中的故障检测，

并且用实验证明了量子蚁群算法能够极大地提高支持向量机的故障

诊断性能[175]。之后有许多文章改进量子蚁群算法并用于不同的实际

应用[176-179]。 
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第 9 章 信息定律与信息模型 

9.1 信息科学的研究对象 

定义 9.1 信息世界对象就是现实对象，信息世界就是现实世界。 

现实世界对象包括： 

（1）物理世界对象； 

（2）生命体； 

（3）创造的对象； 

（4）事实； 

（5）事件； 

（6）数据等。 

时至今日，成体系的科学原理都是关于物理世界对象的理论。 

物理世界对象只是现实世界对象的一种，而且是初始的现实世界

对象。 

现实世界中遇到最多的是非物理世界的对象，而并不是物理世界

的对象。 

现实生活中我们需要现实世界对象的科学研究。然而我们没有一

个现实世界对象研究的科学体系。 

 

9.2 物理世界对象基本定律（Fundamental Law of Physical 

Objects） 

 

定义 9.2（物理科学问题）物理科学研究物理世界对象的内在本

质属性。 

 

定义 9.3（物理性质）物理世界的一个对象的内在本质是该对象

本身完全决定的对象的根本属性。 

 



中国人工智能系列白皮书 

 274 

一个对象的内在本质称为该对象的物理性质。 

因此，一个对象的物理性质由该对象完全决定。 

现有的科学体系主要研究物理世界对象的物理性质，例如：（1）

物质或物体的物理性质；（2）化学对象的物理性质；（3）生物对象的

物理性质等。 

 

定义 9.4（物理世界对象的基本规律）物理世界对象是任意可分

的。 

 

例如：（1）一块石头任意砸碎了还是石头；（2）一个线段的长度

是该线段任意分割以后所有分割线段长度之和。 

 

定义 9.5（物理世界科学范式）物理世界对象分析的总方法是分

而治之。 

 

分而治之这个总方法的数学原理就是微分学和积分学，合起来称

为微积分。因此，微积分就是支撑物理世界对象分析的基本原理。微

积分适用于物理世界对象的分析，从理论上说，微积分足以支撑物理

世界对象物理性质的分析。 

现有的科学体系很好地实现了现实世界的物理性质分析。 

 

9.3 信息性质/知识的定义 

知识一定是关于一个对象的，即知识一定有一个具体对象。不可

能存在没有任何具体对象的知识。同时，知识本身又是抽象的。因此

知识是具体的，同时也是抽象的。 

 

定义 9.6（现实世界对象的信息性质/知识）一个对象的信息性质，
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即，知识，包括： 

（1）该对象的存在性，称为语法； 

（2）该对象的功能与作用，称为语义； 

（3）该对象的运动性； 

（4）该对象的存在性、作用与运动背后的原因。 

 

定义 9.7（现实世界对象基本定律）现实世界的一个对象必然有

一个信息性质，即，知识，包括： 

（1）语法，即存在性； 

（2）语义，即功能与作用； 

（3）运动性； 

（4）原因，即语法、语义及运动性背后的原因。 

 

信息是信息性质，即，知识，背后的数学基础，即信息解码或获

取信息是发现一个对象的存在性、功能与作用、运动性的数学基础。

直观地说，信息是信息性质的基础。等价地说，信息性质是信息的解

释，信息的解释就是信息性质。 

（注：我们经常说一些术语，数学性质、物理性质等。信息性质

和物理性质可以做比较，是一个新的科学术语。） 

信息科学就是发现现实世界对象的信息性质，即知识、揭示现实

世界对象的规律。 

物理科学研究现实世界对象的物理性质。 

 

9.4 现实世界对象的物理性质与信息性质 

一个对象的物理性质存在于该对象内部。 

一个对象的信息性质存在于：（1）该对象的内部；（2）该对象和

环境中其它对象相互作用的关系中。 



中国人工智能系列白皮书 

 276 

物理科学研究现实世界对象的物理性质。 

现有科学体系的学科都是研究现实世界对象的物理性质的学科。 

信息科学研究现实世界对象的信息性质。 

现实世界对象的信息性质是科学研究在信息时代的必然要求。因

此，信息科学是科学发展的一个必然阶段。 

现有的物理科学体系不能回答信息科学提出的问题。 

 

9.5 策略 

定义 9.8（熵与信息）熵是不确定性的量；信息是消除的不确定

性；解码信息是消除的不确定性的量。 

 

定义 9.9（生成策略、生成信息）如果一个动作或操作生成了不

确定性，则称它为一个生成策略；一个生成策略的生成信息就是该生

成策略所生成的不确定性的量。 

 

定义 9.10（解码策略、解码信息）如果一个动作或操作消除某个

载体的不确定性，则称它为一个解码策略；一个解码策略的解码信息

就是该解码策略消除的不确定性的量。 

 

定义 9.11（策略）称一个动作或操作为一个策略，如果它是一个

生成策略或者是一个解码策略。 

 

有可能一个动作或操作同时是生成策略，还是解码策略。 

因此策略就是在确定性和不确定性之间转化的动作或操作。如果

一个策略从确定性转化为不确定性，则它是一个生成策略；如果一个

策略从不确定性到确定性转化，则是一个解码策略。 

策略是一个全新的科学概念，它揭示了信息科学的如下基本定律： 



中国人工智能系列白皮书 

 277 

（1）确定性和不确定性是可以相互转化的； 

（2）确定性和不确定性之间的转化是有条件的，即需要一个策

略； 

（3）生成策略实现确定性到不确定性的转化； 

（4）解码策略把不确定性转化为确定性； 

（5）信息科学就是研究确定性和不确定性及其相互转化的规律

与作用的科学。 

 

9.6 信息的模型 

策略的概念使得信息是一个由 5 大要素 5 大步骤构成的模型。 

 

定义 9.12（信息的模型）信息的模型由如下步骤构成： 

1.（主体）信息有一个动作或操作的主体 𝑂； 

2.（生成策略）信息的生成策略与生成的载体 𝐴； 

3.（解码策略）主体 𝑂 采取的解码策略 𝑇； 

4.（解码信息）解码策略  𝑇 消除的载体 𝐴 的不确定性的量

 𝒟𝑇(𝐴)是可度量的； 

5.（语义）解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 对策略 𝑇 的主体 𝑂 的作用。 

 

信息的模型揭示了： 

（1）信息是有私人性的，这解释了为什么信息安全是重要的； 

（2）信息生成必然有一个生成策略和生成原理； 

（3）信息解码有一个解码策略和解码原理； 

（4）生成信息和解码信息都是可度量的； 

（5）信息一定是有用的。 

事实上，信息在某个模型（或环境）的解释就是知识。因此信息

是学习的数学基础。 
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9.7 学习的数学实质 

定义 9.13（学习的数学实质）学习的数学实质就是： 

（1）生成信息； 

（2）解码信息。 

 

解码信息是消除不确定性，消除不确定性就是回答问题；生成信

息是产生不确定性，产生不确定性就是提出问题。 

一个学习过程就是一系列的提出问题和回答问题。因此，学习的

实质就是生成信息和解码信息。 

学习的内容是广泛的；学习的方法是开放的。然而学习的数学实

质揭示了学习最终收敛到：提出问题，回答问题，即，任何一个学习

过程，无非就是在回答问题或者提出问题。一个学习过程就是一系列

的提出问题和回答问题。 

学习的数学实质和计算的数学实质都非常简单，而且很相似： 

（1）Turing 机每一步就是左移一格或者右移一格（这就是计算

所要求的机械性的数学实质）。 

（2）学习的每一步或者是回答问题，即，解码信息，或者是提

出问题，即，生成信息。 

计算的实质是机械性，一个局部动作就是左移或者右移一格；学

习的实质是信息，一个局部动作就是解码信息或者生成信息，即，回

答问题或者提出问题。 

学习的数学实质是建立学习的数学模型的基础。有了这个实质，

我们只需要看生成策略和解码策略，而不管是生成策略还是解码策略，

都是一个动作或者操作。由于我们已经知道：信息在哪里？信息是怎

么生成的？信息是怎么解码的？等问题的答案。我们可以度量这些生

成策略生成的信息，也能度量一个解码策略所消除的不确定性的量。

我们就可以建立学习的数学理论。 
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9.8 知识是信息在某一个模型下的解释 

信息是消除的不确定性，是一个抽象的概念。 

知识是具体的，一定是关于某个对象或模型的；然而知识中一定

嵌入有信息，即知识必然回答了问题或者包含有问题。 

 

定义 9.14（知识）知识是信息在某个模型下的解释。 

 

例如： 

（1）消除了多少比特的不确定性，即信息，它是一个量； 

（2）而在数学中消除的不确定性的解释就是数学知识； 

（3）在物理中消除的不确定性的解释就是物理知识； 

（4）在计算机科学中消除的不确定性的解释就是计算机科学的

知识。 

知识的定义表明，知识是具体的，同时也是抽象的；信息是知识

背后的数学基础，知识是信息在给定模型下的解释。 

进一步，知识就是消除的或生成的不确定性在特定模型下的解释。

等价地说，知识就是消除的不确定性在某模型下是什么意思，或者生

成的不确定性在某模型的语义解释。 

因此，我们有： 

（1）信息的数学理论解决确定性和不确定性及其相互转化的规

律； 

（2）学习的数学理论要解决的问题是知识，即生成或消除的不

确定性在给定模型下的语义解释。 

 

9.9 抽象 

抽象是人认识世界的基本策略，是一个动作或操作。然而抽象作

为一个基本策略的数学实质是什么？ 
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抽象一定是作用在一个具体的已知对象上的，提取该对象的一个

数学属性。 

 

定义 9.15（抽象）给定一个对象 𝑥，该对象的一个抽象就是一个

策略，作用于 𝑥，提取对象 𝑥 的一个数学属性 𝑓，使得有很多对象

 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 等都具有属性 𝑓。 

 

在这个定义中： 

（1）对象 𝑥 是具体的； 

（2）𝑓 是 𝑥 的一个数学属性，因此 𝑓 是一个创造的新对象； 

（3）抽象的实质在于 𝑓 同时还是许多其它对象 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 的

数学属性。 

在提取数学属性 𝑓 时，𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 可能已经观察到，也可能尚

未观察到。 

如果  𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 已经观察到，这时  𝑥 的抽象就是找  𝑥 和

𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 的共性。 

（4）衡量从 𝑥 抽象出 𝑓 的质量的标准是：{𝑥, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛} 这

些对象构成的系统是否包含大量信息。 

因此，在从 𝑥 抽象出 𝑓 时，如果 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 没有被观察到，

那么从 𝑥 抽象出 𝑓 的意义还无法体现。 

（5）一个好的抽象是从 𝑥 抽象出 𝑓，后来又观察到还有大量对

象𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 都同时具有属性 𝑓，而且 {𝑥, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛} 这些对象

形成一个复杂的系统，在其中嵌入了大量的信息。 

（6）抽象这个概念已经隐含着创造这一策略。因为当观察到 𝑥

时，𝑓 可能还是一个不存在的对象，因而 𝑓 是创造的结果。 

抽象实际上是人先天所具有的能力，即先验能力。当一个小孩第

一次看到猫的时候，他/她一定是在脑子里抽象了一个对象，这个对象
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不是实物的猫，但它非常准确地表示了猫。正因如此，以后每当再次

看到猫时，小孩马上说，我见过，我知道，这是猫。能做到这一点的

唯一原因就是当小孩第一次看到猫的时候，他/她已经抽象出一个对

象，且非常准确，而且表示了实物的猫。因此，抽象是人与生俱来所

具有的能力。 

 

9.10 层谱抽象 

层谱抽象是一个算子或操作，从而是一个策略，并作用于一个复

杂对象，以揭示该复杂对象在每个抽象层谱的功能模块或语义模块。 

例如一个DNA序列的层谱抽象可以揭示DNA的各个抽象层谱的

拓扑结构域，使得一个拓扑结构域实际上对应于一个有生命科学意义

的功能模块。一个人的层谱抽象揭示了人的各个抽象层谱的生物器官，

例如头、四肢和躯干等。 

层谱抽象这个策略作用的对象一定是： 

（1）很多更小对象构成的复杂系统； 

（2）该对象作为一个载体是一个现实世界的对象，有其自身的

语法、语义与运动性； 

（3）该对象本身不能任务分割。 

信息世界的对象都满足以上性质，特别地，生命体都满足以上性

质。 

然而，层谱抽象的数学模型是什么？ 

最一般的情况下，我们把层谱抽象这一概念定义在有限集合上。 

 

定义 9.16（层谱抽象）给定一个非空有限集 𝑉，集合 𝑉 的一个

层谱抽象是一个如下定义的有根树 𝑇： 

（1）𝑇 的根节点是空串，记为𝜆 = ∅，定义与根节点 𝜆 联系的

标签为 𝑇𝜆 = 𝑉，即根节点的标签是整个有限集 𝑉； 



中国人工智能系列白皮书 

 282 

（2）对于 𝑇 中任何一个节点 𝛼，假设 𝛼 的标签是 𝑇𝛼，那么 

 𝛼 的立即后继，即子节点  𝛽0 = 𝛼^⟨0⟩, 𝛽1 = 𝛼^⟨1⟩, ⋯ , 𝛽𝑙 =

𝛼^⟨𝑙⟩，对某一个自然数 𝑙，使得对 𝑖 < 𝑗，𝛽𝑖 <𝐿 𝛽𝑗，即 𝛽𝑖  在

 𝛽𝑗  左边。 

 令  𝑇𝛽𝑖
 是 与  𝛽𝑖 = 𝛼^⟨𝑖⟩ 相 联 系 的 标 签 ， 那 么

 {𝑇𝛽0
, 𝑇𝛽1

, ⋯ , 𝑇𝛽𝑙
} 恰是 𝑇𝛼 的一个集合划分。 

（3）对 𝑇 的每一个叶子节点 𝛾 ∈ 𝑇，𝛾 的标签 𝑇𝛾 是一个单点

集，即 𝑇𝛾 = {𝑣} 对某一个元素 𝑣 ∈ 𝑉。 

 

定义 9.17（编码）给定非空有限集 𝑉 和 𝑉 的一个编码树 𝑇， 

（1）对每一个 𝛼 ∈ 𝑇，令 𝑋 = 𝑇𝛼，则我们称 𝛼 是 𝑋 的码字，

称𝑋 是 𝛼 的标签； 

（2）对于每一个 𝑇 的叶子节点 𝛾 ∈ 𝑇，如果 𝑇𝛾 = {𝑣}，则称 𝛾 

是𝑣 的码字，𝑣 是 𝛾 的标签。 

 

因此，一个有限集的编码树给集合中每一个元素定义了一个码字。 

编码树就是一个树编码。 

给定非空有限集 𝑉 及 𝑉 的一个编码树 𝑇，则有如下性质： 

（1）对于每一个 𝛼 ∈ 𝑇，𝛼 的标签 𝑇𝛼 可以视为 𝑉 的一个功能

模块； 

（2）对于每一个 𝛼 ∈ 𝑇，在树 𝑇 中从根节点 𝜆 到 𝛼 的路径就

是从 𝑉 到模块 𝑇𝛼 的一个推演； 

（3）对于每一个 𝛼 ∈ 𝑇，在树 𝑇 中从 𝛼 到根节点 𝜆 的路径就

是从模块 𝑇𝛼 到 𝑉 的一个层谱抽象； 

（4）特别地对于叶子节点 γ，如果 𝑇𝛾 = {𝑣}，那么从根节点 𝜆 

到 𝛾 的路径就是从 𝑉 到 𝑣 的一个推演； 

（5）在树 𝑇 上从 𝛾 到 𝜆 的路径就是元素 𝑣 的一个层谱抽象； 
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（6）很显然，𝑇 中每一个叶子节点是 𝑉 中某个元素的码字，而

且 𝑉 中每一个元素在 𝑇 的叶子中存在唯一的一个码字。 

编码树 𝑇 的最大优越性是： 

（i）当我们知道 𝛼 ∈ 𝑇 时，同时意味着我们知道从 𝛼 到根节点

 𝜆 这条路径； 

（ii）假设 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑇，且 𝛿 = 𝛼 ∧ 𝛽 是 𝛼 和 𝛽 在树 𝑇 上分叉

的节点，这时当我们知道 𝛼 时，我们就已经知道 𝛽 的从 𝛿 到 𝜆 

之间的路径， 在这种情况下，要确定 𝛽，只需确定从 𝛿 到 𝛽 的路

径。 

因此，我们有： 

（1）一个非空有限集 𝑉 的编码树就是 𝑉 的一个层谱抽象； 

（2）层谱抽象这个策略是可以数学地定义的； 

（3）编码树是一个无损编码； 

（4）编码树是层谱抽象的数学模型； 

（5）编码树是层谱抽象的数据结构。 

 

层谱抽象是信息科学的科学范式，是人工智能信息科学原理的认

知模型与方法；层谱抽象还将是未来科学的新范式和认知模型。 

 

9.11 科学范式定律 

 

物理对象科学范式定律 

物理对象都是任意可分的对象，对于任意可分的对象，其科学范

式，或总方法论是分而治之。 

 

信息世界的科学范式定律 

信息世界对象不是任意可分的。信息世界对象的科学范式，即总
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方法论，是层谱抽象。 

9.12 个体定律 

现实世界的一个个体可能是一个原子、一个量子、一个细胞、一

个基因、一个人、一个动物、一栋建筑、一个公司，甚至是一个国家。 

怎样定义现实世界的一个个体？一个个体的信息性质是什么？

怎样求解一个个体的信息性质？ 

为了回答这些问题，提出个体的一些基本定律。 

 

个体定律Ⅰ 

每一个对象都有一个存在性、一个作用和一个运动性；一个个体

的存在性、作用和运动性嵌入在该对象和环境中其它对象的相互作用

或关系构成的系统中。 

一个对象的存在性包括它的起源、存在空间、存在形式、存在状

态等，一个对象的存在性也称为该对象的语法；一个对象的作用指它

在环境中的功能与作用，一个对象的功能与作用也称为该对象的语义； 

一个对象的运动性指该对象在环境中的运动属性。 

 

个体定律 I 表明，现实世界中，一个对象的语法、语义和运动属

性嵌入在该对象和环境中其它对象相互作用的系统中。 

因此，决定一个对象的信息性质的因素有两个： 

（1）该对象的物理性质； 

（2）该对象和其它对象的相互作用。 

一个对象的物理性质是该对象的信息性质的一部分。 

 

个体定律Ⅱ 

给定现实世界中的一个对象： 

（1）该对象的语法属性有一个层谱结构； 
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（2）该对象的语义属性有一个层谱结构； 

（3）该对象的运动性有一个层谱结构。 

 

个体定律Ⅱ表明，一个对象的语法、语义和运动性有层谱结构。

等价地说，现实世界的对象处于不同的抽象层谱。在每一个抽象层谱

有它的语法、语义和运动性。 

 

个体定律Ⅲ 

现实世界的对象是层谱抽象可定义的。 

 

个体定律Ⅲ揭示了现实世界中的一个对象是由一个层谱抽象来

定义的。 

一般来说，一个抽象层谱不足于定义现实世界的一个对象。 

根据个体定律Ⅰ，每一个对象都有一个存在性、一个功能与作用

和一个运动性。然而一个对象的语法、语义和运动性背后的原因是什

么呢？ 

个体定律Ⅳ 

在现实世界中，一个对象的存在性、作用和运动性是该对象和环

境中其它对象博弈与竞争的结果。 

 

个体定律Ⅳ揭示了博弈与竞争是一个对象的存在性、作用和运动

性背后的原因。 

 

9.13 信息定律 

信息定律Ⅰ 

现实世界中每一个个体或对象都是一系列确定性和不确定性联

合作用生成的结果。 
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信息定律Ⅰ揭示了确定性和不确定性都是现实世界对象生成的

机理。确定性和不确定性就像一枚硬币的两面，每一个对象都有两面，

一面是确定性，另一面是不确定性。 

这也说明不可能把一个对象的不确定性完全消除，因为不确定性

本身是该对象的机理。 

现实世界中一个对象的确定性和不确定性来自于哪里？ 

 

信息定律Ⅱ 

现实世界中一个对象的不确定性来自于该对象本身，及该对象与

环境中其它对象的相互作用；一个对象的确定性来自于该对象本身的

物理性质以及该对象和其它对象的相互作用。 

 

信息定律Ⅱ揭示了一个对象的确定性和不确定性均有两个源泉： 

（1）该对象的物理性质； 

（2）该对象和其它对象的相互作用。 

 

信息定律Ⅲ 

确定性和不确定性是可以相互转化的；确定性和不确定性之间的

转化是有条件的；确定性和不确定性之间的转化需求一个动作或操作，

确定性和不确定性之间转化的动作或操作称为策略。从确定性到不确

定性转化的策略称为生成策略；从不确定性到确定性转化的动作或操

作称为解码策略；一个生成策略的生成信息是可度量的；一个解码策

略的解码信息是可度量的；一个生成策略的生成信息是有用的；一个

解码策略的解码信息是有用的。 
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9.14 运动定律 

运动定律Ⅰ 

在没有受到干预的条件下，现实世界的对象总是有一个趋势要保

持其存在性、保持其作用，并保持其运动性；现实世界的一个对象总

是按自身规律运动；运动是现实世界对象的基本性质。 

 

运动定律Ⅱ 

现实世界的每一个动作或操作总是有代价的，即消耗一定的信息

（或确定性）以保证该动作或操作的执行；等价地说，任何一个动作

或操作的执行都要消耗一定量的信息，即消耗一定量的确定性。 

 

运动定律Ⅱ揭示了现实世界中，没有一个动作或操作是完全免费

的。 

 

运动定律Ⅲ 

不确定性来自于现实世界中对象的运动和对象之间的相互作用。 

 

根据运动定律Ⅰ，现实世界的对象总是按自身规律运动的，从而

对象之间的运动相互作用。根据运动定律Ⅲ，对象的运动和相互作用

产生了不确定性。因此不确定性是现实世界的基本现象。 

 

命题 9.1：不确定性是现实世界的基本现象。 

 

9.15 竞争定律 

竞争定律Ⅰ 

不确定性是现实世界对象之间竞争的原因；由于不确定性是现实

世界的基本现象，现实世界对象之间的竞争是现实世界的基本现象。 
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竞争定律Ⅱ 

每一个对象在竞争中都想获胜、获利。 

 

竞争定律Ⅲ 

现实世界中对象之间的竞争决定并定义了每一对象的存在性、作

用和运动性。 

 

9.16 认知模型定律 

认知模型定律 

人有一个先验的认知模型；层谱抽象就是人所具有的先验的认知

模型。 

 

人按照自己的认知模型来观察世界、理解世界、解释世界。数、

数据、知识、规律等都是人按照自己的认知模型对世界的观察、理解

与解释的结果。 

动物也是通过观察学习的，然而动物并没有形成对世界的理解与

解释。人和动物学习的根本区别在于人有先验的认知模型，动物应该

没有先验的认知模型。 

物理世界的对象，例如，一块石头，根本不可能形成对世界的认

知、理解与解释。 

人是世界上一个独特的存在。这个独特的存在性就在于人有一个

先验的认知模型。 

人理解世界的根本方式是认识现实世界对象在不同抽象层谱的

功能模块，它们正是层谱抽象的结果。 

当一个人第一次看到一个对象时，例如，一个小孩第一次看到猫，

他/她实际上是在脑子里已经形成了一个抽象的对象，这个对象是一
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个层谱结构，分别对应于猫的头、眼睛、耳朵、鼻子、四肢、身躯等

功能模块。一个小孩第一次看到猫的时候，他/她很快就形成了一个抽

象的层谱结构，对应于实体猫的主要功能模块。只有一个理由可以解

释这种现象，那就是：小孩有一个先验（先天）的认知模型；而且，

这个先验认知模型就是层谱抽象，它是小孩认知世界的模板，先天就

有的模板。 

 

9.17 观察定律 

观察定律Ⅰ 

人观察的数学实质是： 

（1）抽象； 

（2）层谱抽象。 

 

人和动物都是通过观察来学习的。然而人和动物的观察应该是有

本质区别的。 

观察是人学习的第一策略，因此是学习的基本概念。数学地理解

学习的第一个科学问题就是给出观察这一策略的数学定义。 

9.16 节小孩看猫的例子充分表明：人的观察不是简单的动物观察，

更不是照相机照相。人一眼看上去就已经做了一个抽象和层谱抽象。

当人看到一个实体以后，在脑子里形成的对应于所看到实体的对象就

是一个抽象，这个抽象的结果必然存在，不然不可能在以后看到类似

实体时产生联系与联想；同时通常情况下，这个抽象的对象还有一个

层谱结构，对应于所看到实体不同抽象层谱的功能模块。 

因此，人的观察实际上已经做了一个抽象和层谱抽象。这就是人

观察的数学实质。 

观察可能是局部观察，得到一些局部数据；也可能是全局观察，

形成层谱抽象的对象。 
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观察定律Ⅱ 

（1）现实世界对象是可观察的； 

（2）对象之间的直接关系是可观察的。 

 

观察是人学习的第一策略。观察定律 II 保证了：观察是可信的、

可靠的。 

观察定律 II 也表明了观察的局限性：i）观察跟观察者的能力有

关，ii）观察还跟观察的方法和工具有关，iii）对象之间的直接关系是

可观察的。然而间接关系是不可观察的，间接关系只能靠推理来解决；

iv）观察分局部观察和全局观察；v)局部观察是抽象，vi)全局观察已

经是一个层谱抽象的学习（或者信息处理）过程。这一过程人是先天

就会，立刻做到的。机器学习的关键是把人先天就会、立刻做到的这

个原理、方法揭示出来，从而让机器也同样地能做到。 

人的学习就是根据自己的认知模型来观察世界，并基于观察来发

现现实世界的知识，揭示现实世界的规律，进一步，基于发现的知识

和揭示的规律进行创造。 

 

9.18 知识表示定律 

根据认知模型定律，人的认知模型是层谱抽象，因此，我们有： 

 

知识表示定律 

知识是层谱抽象表示的。 

 

知识表示定律揭示了人的知识是以层谱抽象的方式表示的。层谱

抽象是一个一般的表示方法，其中，函数是其最简单的特例。 

知识的表示提供了一个学习的模板，它告诉我们学习问题的输出
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是一个层谱抽象的表示与结构。 

知识表示定律是人先验的认知模型定律的推论，不是凭直觉提出

来的表示模型与结构。在这个意义上说，知识表示定律和现有的任何

机器学习中的知识表示都是实质不同的。 

 

9.19 知识定律 

人学习的目标就是：发现现实世界的知识、揭示现实世界的规律，

并基于所发现的知识和揭示的规律的创造。 

然而，知识究竟是什么？规律又是什么？创造又是什么意思，为

什么要创造？ 

知识定律将回答知识是什么这一基本问题。 

 

知识二元律 

一个对象的知识必然包括该对象的语法和语义，满足： 

（1）语法是语义的前提； 

（2）语义是语法的结果。 

语法对应于该对象的存在性，语义是该对象的功能与作用。一个

对象的存在性是该对象起作用的前提，而功能与作用是该对象存在性

的结果。 

 

知识三元律 

一个对象的三元知识是一个三元组 ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀⟩，满足： 

（1）𝑃 是该对象的语法或存在性； 

（2）𝑄 是该对象的语义或功能与作用； 

（3）𝑀 是该对象的运动性。 

 

知识四元律 
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一个对象的四元知识是一个四元组 ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀, 𝑅⟩，满足： 

（1）𝑃 是该对象的语法； 

（2）𝑄 是该对象的语义； 

（3）𝑀 是该对象的运动性； 

（4）𝑅 是该对象语法、语义和运动性的原因。 

在知识四元律中，𝑅是由该对象和环境中其它对象的博弈决定的。 

 

9.20 规律的定义 

定义 9.18（规律）规律是知识的抽象。 

 

定义 9.18 揭示了，规律是知识的抽象。因为知识本身是层谱抽象

的结果，规律只是知识在更高层次的抽象，它本身也是层谱抽象的结

果。 

因此，区分知识与规律不是实质性的。 

 

9.21 创造策略 

创造是人所具有的独特策略。人在观察的时候已经在做抽象，而

抽象本身也是一个创造策略。 

创造可能体现在人学习的每一个步骤、每一个环节中。 

创造是一个信息科学策略。信息科学策略可能是生成策略，也可

能是解码策略。因此，创造或者是一个生成策略，或者是一个解码策

略。创造有可能同时是生成策略和解码策略。 

尽管创造是人所具有的独特策略，由于一个创造策略或者是生成

策略，或者是解码策略。信息科学的基本策略已经包括了所有生成策

略和解码策略，因此创造策略已经包含在生成策略和解码策略中。我

们不需要对创造这一概念单独来定义。 
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9.22 学习的可解释性原理 

语法和语义的一致性准则 

一个对象包括一个语法 𝑃 和一个语义 𝑄，使得： 

（1）𝑃 是 𝑄 的前提； 

（2）𝑄 是 𝑃 的结果； 

这时称 𝑃 和 𝑄 是一致的，记为 𝑃 ⊨ 𝑄。 

 

语法和语义的一致性准则就是学习的可解释性原理。 

人的学习是有可解释性的。任何一个知识必然有一个语法和语义。

人理解一个知识的实质就是同时理解了它的语法和语义，并理解了语

法和语义的一致性。 

 

9.23 自我意识定律 

自我意识定律Ⅰ 

一个自我意识体为维持其存在性、作用和运动性需要消耗一定量

的信息，即一定量的确定性。 

 

自我意识定律Ⅱ 

一个自我意识体有改善其存在性、作用和运动性的愿望。 

 

9.24 系统定律 

系统定律Ⅰ 

给定一个信息系统： 

（1）系统的不确定性嵌入在系统中，从而系统的信息嵌入在系

统中， 即，信息在系统中； 

（2）系统的知识嵌入在系统中， 即，知识在系统中； 

（3）系统的规律嵌入在系统中， 即，规律在系统中。 
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系统定律Ⅱ 

给定一个信息系统： 

（1）解码嵌入在系统中的信息就是信息系统的知识发现的数学

原理； 

（2）解码嵌入在系统中的信息就是信息系统规律揭示的数学原

理。 

 

系统定律Ⅲ 

一个信息系统的解码策略有两类： 

（1）（局部策略）消除或者降低系统的不确定性的局部操作； 

（2）（全局策略）消除系统不确定性的全局操作。 

 

系统定律Ⅳ 

系统的层谱抽象就是系统的一个全局解码策略。 

 

9.25 本章总结 

信息作为一个新的科学概念，它不同于已有的任何科学概念。本

章给出信息模型的定义。根据信息模型定义，提出策略这一信息科学

的基本概念。同样根据信息模型的定义，提出生成策略和解码策略这

两大类策略的基本概念。 

给出层谱抽象的数学定义，建立了层谱抽象的基本性质。 

建立了信息相伴概念的基本公理或定律，包括： 

（1） 科学范式定律 

（2） 个体定律 

（3） 信息定律 

（4） 运动定律 
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（5） 竞争定律 

（6） 认知模型定律 

（7） 观察定律 

（8） 知识表示定律 

（9） 知识定律 

（10） 系统定律等。 

 

这些基本概念、模型、定律为建立信息的数学原理和人工智能的

信息科学原理奠定了基础。 
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第 10 章 信息演算理论 

10.1 信息系统的数学表示 

根据信息定律 II，不确定性来自于： 

（1）对象的运动； 

（2）不同对象的相互作用。 

一个信息系统就是由很多对象及这些对象的运动和相互作用构

成的系统。 

信息系统的直观数学模型就是图。 

 

定义 10.1（信息系统图模型）一个信息系统就是一个图 𝐺 =

(𝑉, 𝐸, 𝑓)，满足如下性质： 

（1）𝑉 是顶点集，其中一个顶点代表一个对象； 

（2）𝐸 是形如 𝑒 = (𝑖, 𝑗) 的有向边构成的集合； 

（3）对于每一个边 𝑒 = (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸，𝑓(𝑒) = 𝑓(𝑖, 𝑗) > 0，称为 𝑖 

对 𝑗 的交互分值 (interactive profile)，这里交互分值 𝑓(𝑒) = 𝑓(𝑖, 𝑗) 

直观地表示对象 𝑖 对对象 𝑗 的作用力，或影响力，或者从 𝑖 到 𝑗 

运动的概率，或者对象 𝑖 和对象 𝑗 的相似性; 对 𝑒 = (𝑖, 𝑗) ∉ 𝐸，则

 𝑓(𝑒) = 𝑓(𝑖, 𝑗) = 0。 

 

给定一个信息系统 𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝑓)，固定 𝑉 中顶点的一个顺序如

 𝑉 在下列集合中排列的顺序： 

𝑉 = {1,2, ⋯ , 𝑛}. 

对于 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, ⋯ , 𝑛}，定义 𝑎𝑖𝑗 = 𝑓(𝑖, 𝑗)，则得到非负矩阵 𝐴 =

(𝑎𝑖𝑗)，称 𝑨 为 𝑮 的一个矩阵，记为 𝐴 = 𝐴𝐺。 

这就给出如下定义： 
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定义 10.2（信息系统矩阵模型）一个信息系统是一个非负矩阵，

一个 𝑛 × 𝑛 的矩阵 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)，使得对任意 𝑖, 𝑗，𝑎𝑖𝑗 ≥ 0, 记为  𝐴 ≥

0. 

 

令 𝐼𝑛×𝑛 是 𝑛 × 𝑛 的单位矩阵。一个置换矩阵是从 𝐼 出发，对

一系列对 (𝑖, 𝑗)，同时交换 𝑖, 𝑗 行和 𝑖, 𝑗 列所得到的矩阵。 

假设 𝐴 是一个 𝑛 × 𝑛 非负矩阵，𝑃 是某一个 𝑛 阶置换矩阵，

称 𝐵 = 𝑃𝑇𝐴𝑃 是 𝐴 的一个对称置换。 

对于一个信息系统 𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝑓)，假设 𝐴 是 𝐺 的一个矩阵，则

任何一个 𝐴 的对称置换 𝐵 都是 𝐺 的一个矩阵。 

𝐺 的一个对称置换就是对顶点集 𝑉 的一个排序下所定义的 𝐺 

的矩阵。 

一个以图模型定义的信息系统有很多矩阵，但所有这些矩阵表示

的实质仍然是原来给定的图。 

另一方面，对任给一个 𝑛 × 𝑛 非负矩阵 𝐴，令 𝑉 为 𝐴 的行的

指标集，对  𝑖, 𝑗 定义  𝑓(𝑖, 𝑗) = 𝑎𝑖𝑗 ，𝐸 = {(𝑖, 𝑗)|𝑎𝑖𝑗 > 0}，则  𝐺 =

(𝑉, 𝐸, 𝑓) 就是由非负矩阵 𝑨 定义的图，它表示一个信息系统，记为

 𝐺 = 𝐺𝐴 。 

显然，一个非负矩阵对应一个图，但一个图对应很多非负矩阵。 

表示信息系统的图是有向图。称一个有向图是强连通的，如果对

任何顶点 𝑥, 𝑦，有一条从 𝑥 到 𝑦 的应用 𝐺 中有向边的路径；否则

称它为非强连通的。 

对于一个 𝑛 × 𝑛 的非负矩阵 𝐴，如果存在 𝑛 阶置换矩阵 𝑃，使

得 

𝑃𝑇𝐴𝑃 = [
𝑋 𝑌
0 𝑍

], 

这里 𝑋, 𝑍 为方阵，则称 𝐴 是可约矩阵（reducible matrix）。 

如果 𝐴 不是可约矩阵，则称 𝐴 为不可约矩阵。 
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容易证明：对任意 𝑛 × 𝑛 非负矩阵 𝐴，𝐴 不可约当且仅当矩阵

 𝐴 确定的图 𝐺 = 𝐺𝐴 是强连通图。 

这提供了一个简单算法来判断一个给定的 𝑛 × 𝑛 非负矩阵是否

为不可约矩阵。 

对 于 一 个 不 可 约 非 负 矩 阵  𝐴 = 𝐴𝑛×𝑛 = (𝑎𝑖𝑗) ， 对  𝑖, 𝑗 ∈

{1,2, ⋯ , 𝑛}，假设 𝑎𝑖𝑗  是 𝑖 对 𝑗 的交互分值。 

对 𝐴 中的每一行归一化，即定义： 

（1）对任意 𝑖，𝑎𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 ； 

（2）对任意 𝑖, 𝑗，定义 𝑏𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗

𝑎𝑖
，则 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) 是一个不可约非

负矩阵，而且 𝐵 的每一行所有数值相加为 1。 

非负矩阵有一个基本定理： 

 

定理 10.1（Perron Forbenius）如果 𝐵 ≥ 0 是不可约矩阵，而且

 𝐵 的每一行之和为 1，那么： 

（1） 𝐵 的最大特征值为 1； 

（2） 𝐵 的最大特征值 1 存在唯一的左特征向量； 

（3） 𝐵 最大特征值 1 的唯一左特征向量是一个概率分布，即存

在唯一的向量 𝜋𝑇 = (𝜋1, 𝜋2, ⋯ , 𝜋𝑛)，满足： 

①每一个 𝜋𝑖 > 0， 

② 𝜋𝑇𝐵 = 𝜋𝑇， 

③ ∑ 𝜋𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1。 

 

定义 10.3（稳定分布）假设 𝐴 ≥ 0 是不可约矩阵，令 𝐵 是 𝐴 

的归一化矩阵，使得 𝐵 的每一行相加为 1，令 𝜋𝑇 = (𝜋1, 𝜋2, ⋯ , 𝜋𝑛) 

是  𝐵 的 最大特征值的唯 一的左特征向量 。我们称  𝜋𝑇 =

(𝜋1, 𝜋2, ⋯ , 𝜋𝑛) 是 𝐴 的稳定分布。 
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10.2 一维结构熵 

非负矩阵表示由多个相互作用的对象构成的系统。系统中必然有

不确定性。 

一个非负矩阵确定的系统中有多少不确定性？一维结构熵将度

量嵌入在一个非负矩阵确定的系统中的不确定性。 

 

定义 10.4（一维结构熵）给定 𝐴𝑛×𝑛 ≥ 0 为一个不可约矩阵，令

 𝜋𝑇 = (𝜋1, 𝜋2, ⋯ , 𝜋𝑛) 为 𝐴 的稳定分布，定义 𝐴 的一维结构熵为： 

ℋ1(𝐴) = − ∑ 𝜋𝑖 log2 𝜋𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

 

因此，不可约非负矩阵的一维结构熵就是该矩阵的稳定分布的

Shannon 熵。 

一维结构熵 ℋ1(𝐴) 就是嵌入在系统 𝐴 中的不确定性的总量。 

怎样在不破坏一个信息系统的条件下消除系统的不确定性？ 

 

10.3 信息系统的编码树 

定义 10.5（信息系统的编码树）给定一个以非负矩阵 𝐴 = 𝐴𝑛×𝑛 

形式定义的信息系统，令 𝑉 = {1,2, ⋯ , 𝑛} 是矩阵 𝐴 的行指标构成的

集合，则 𝑉 表示信息系统 𝐴 中的对象构成的集合。信息系统𝐴 的

一个编码树就是集合 𝑉 的编码树。 

 

给定不可约非负矩阵 𝐴，令 𝜋𝑇 = (𝜋1, 𝜋2, ⋯ , 𝜋𝑛) 是 𝐴 的稳定

分布，𝑉 = {1,2, ⋯ , 𝑛} 是信息系统 𝐴 中对象的集合。 

对于 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉，定义 

𝑝𝑥𝑦 = 𝜋𝑥𝑏𝑥𝑦 ,  

这里 𝑏𝑥𝑦 =
𝑎𝑥𝑦

∑ 𝑎𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

 。 
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𝑝𝑥𝑦  就是从 𝑥 到 𝑦 的运动概率。 

对于非空集合 𝑋 ⊂ 𝑉，定义 

𝑝𝑋 = ∑ ∑ 𝑝𝑦𝑥

𝑥∈𝑋

,

𝑦∉𝑋

 

即 𝑝𝑋 是从 𝑋 外面进入 𝑋 的概率。 

定义 𝑋 的体积为： 

𝑉𝑋 = ∑ 𝜋𝑥

𝑥∈𝑋

. 

定义： 

𝑞𝑋 = ∑ ∑ 𝑝𝑥𝑦

𝑦∈𝑋𝑥∈𝑋

, 

即 𝑞𝑋 为在 𝑋 内部随机游走的概率。 

 

10.4 在一个层谱抽象策略下的结构熵 

层谱抽象的数学模型就是编码树，因此一个编码树就是一个层谱

抽象策略。 

 

定义 10.6（在一个编码树下的结构熵）给定不可约非负矩阵 𝐴 =

𝐴𝑛×𝑛 = (𝑎𝑥𝑦)，假设 𝑇 是 𝐴 的一个编码树，定义信息系统 𝐴 在层

谱抽象策略 𝑇 ，即编码树 𝑇 下的结构熵为： 

ℋ𝑇(𝐴) = − ∑ 𝑝𝛼 log2

𝑉𝛼

𝑉𝛼−
𝛼∈𝑇
𝛼≠𝜆

 

= − ∫ 𝑝𝛼 log2

𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑇

 , 

这里 𝑝𝛼 = 𝑝𝑇𝛼
，𝑉𝛼 = 𝑉𝑇𝛼

，𝛼− 为 𝛼 在 𝑇 上的父节点，𝑇𝛼 为 𝛼 的

标签集。 
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理解定义 10.6 中的 ℋ𝑇(𝐴) 如下： 

（1）ℋ𝑇(𝐴) 是在编码树 𝑇 下信息系统 𝐴 的不确定性； 

（2）对每一个 𝛼 ∈ 𝑇，−𝑝𝛼 log2
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 是模块 𝜶 ， 即 𝑇𝛼 ，的不

确定性； 

（3）在编码树 𝑇 下信息系统 𝐴 的不确定性，即 ℋ𝑇(𝐴) 显示

地分布在树 𝑇 的节点上，ℋ𝑇(𝐴) 是在编码树 𝑇 上的一个积分。 

（熵是一个不确定性的量，是一个抽象的量，然而，结构熵这个

量是显示地分布在编码树的节点上的，在其中，每一个节点对应的模

块有多少不确定性显示地给出，为建立在编码树上，基于熵的推理奠

定了基础。） 

 

10.5 信息系统的结构熵 

定义 10.7（信息系统的结构熵）给定不可约非负矩阵 𝐴，𝐴 决定

的信息系统的结构熵为： 

ℋ(𝐴) = 𝑚𝑖𝑛
𝑇

{ℋ𝑇(𝐴)}, 

这里 𝑇 取遍 𝐴 的所有编码树。 

 

定义 10.8（ 𝑘 维结构熵）给定不可约非负矩阵 𝐴，定义 𝐴 的

 𝒌 维结构熵为： 

ℋ𝑘(𝐴) = 𝑚𝑖𝑛
𝑇

{ℋ𝑇(𝐴)}, 

这里 𝑇 遍历 𝐴 的所有高度 ≤ 𝑘 的编码树。 

 

定义 10.9（𝒯 型结构熵）给定不可约非负矩阵 𝐴，假设 𝒯 是 𝐴 

的编码树的一个类型，定义 𝐴 的 𝓣 型结构熵为： 

ℋ𝒯(𝐴) = 𝑚𝑖𝑛
𝑇∈𝒯

{ℋ𝑇(𝐴)}. 
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一个信息系统的结构熵是一个量，然而更为重复的是这个量决定

并解码一个编码树，即一个层谱抽象策略，使得在此层谱抽象策略，

即编码树下，系统的不确定性最小。因此，信息系统的结构熵度量本

身就已经提供了一个信息系统层谱抽象策略的原理。 

 

10.6 结构熵极小化原理 

给定一个信息系统 𝐴，即 𝐴 是一个不可约非负矩阵，𝐴 实际上

是一个复杂系统， 𝐴 的层谱抽象是对信息系统 𝐴 分析的基本模型

与方法。 

结构熵 ℋ(𝐴) 决定并解码出 𝐴 的一个编码树 𝑇∗，使得 

𝑇∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{ℋ𝑇(𝐴)}, 

即 

ℋ𝑇∗
(𝐴) = min

𝑇
{ℋ𝑇(𝐴)}. 

结构熵 ℋ(𝐴) 的意义不在于 ℋ(𝐴) 这个值，而在于它决定并解

码一个编码树 𝑇∗ 使得 

ℋ𝑇∗
(𝐴) = ℋ(𝐴), 

即 𝑇∗ 是 𝐴 的一个层谱抽象策略，使得在该层谱抽象策略下，𝐴 的

不确定性最小。 

由于 𝑇∗ 是一个使 𝐴 的不确定性最小的层谱抽象策略，因此在

策略 𝑇∗ 下，信息系统 𝐴 的功能最大化。 

直观地说，𝑇∗ 有如下性质： 

（1）信息系统 𝐴 的功能模块由 𝑇∗ 来决定； 

（2）信息系统 𝐴 的知识与规律嵌入在 𝑇∗ 中； 

（3） 𝑇∗ 提供了信息系统 𝐴 的知识推理的数学模型与数据结

构。 

因此，结构熵度量的实质是提供了一个解码信息系统的原理。结

构熵有解码功能，而不仅仅是一个度量。 
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10.7 解码信息 

定义 10.10（解码信息）给定一个不可约非负矩阵 𝐴 及 𝐴 的一

个编码树 𝑇，定义编码树 𝑇 从信息系统 𝐴 中解码的解码信息为： 

𝒟𝑇(𝐴) = ℋ1(𝐴) − ℋ𝑇(𝐴). 

 

给定不可约非负矩阵 𝐴 及 𝐴 的编码树 𝑇， 

（1）嵌入在 𝐴 中的不确定性度量为 ℋ1(𝐴)； 

（2）在编码树 𝑇 下 𝐴 的不确定性为 ℋ𝑇(𝐴)； 

因此对给定的编码树  𝑇，𝑇 消除了  𝐴 中的不确定性的量为

ℋ1(𝐴) − ℋ𝑇(𝐴)，这就是编码树 𝑇 对 𝐴 的解码信息，即𝒟𝑇(𝐴) =

ℋ1(𝐴) − ℋ𝑇(𝐴)，的直观解释。 

 

定义 10.11（信息系统的解码信息）给定不可约非负矩阵 𝐴，定

义 𝑨 的解码信息为： 

𝒟(𝐴) = max
𝑇

{𝒟𝑇(𝐴)}, 

这里 𝑇 取遍 𝐴 的所有编码树。 

 

𝒟(𝐴) 度量了层谱抽象策略可以解码的嵌入在 𝐴 中的最大信息

量。 

很显然，解码信息 𝒟(𝐴) 还可以定义在限制编码树的类型上，例

如：𝑘 维解码信息 𝒟𝑘(𝐴) 和𝒯 型解码信息 𝒟𝒯(𝐴)。 

给定信息系统 𝐴 ，及信息系统 𝐴 的层谱抽象策略，即编码树

 𝑇 ，解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 度量了一个层谱抽象策略，即编码树 𝑇 消除

的嵌入在 𝐴 中的不确性的总量。然而，我们不知道编码树 𝑇 消除的

嵌入在𝐴 中的不确定性在编码树 𝑇 上是怎样分布的。 
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10.8 层谱抽象策略的压缩信息 

定义 10.12（编码树的压缩信息）给定不可约非负矩阵 𝐴 及 𝐴 

的一个编码树 𝑇，定义 𝑇 在 𝐴 中的压缩信息为： 

𝒞𝑇(𝐴) = − ∑ 𝑞𝛼 log2

𝑉𝛼

𝑉𝛼−
𝛼∈𝑇
𝛼≠𝜆

 

= − ∫ 𝑞𝛼 log2

𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑇

. 

压缩信息 𝒞𝑇(𝐴) 是一个总量，分布在编码树的节点上。 

对于给定一个 𝛼 ∈ 𝑇，模块 𝑇𝛼  的压缩信息为： 

𝒞𝑇(𝐴; 𝛼) = −𝑞𝛼 log2

𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 . 

定义 10.13（信息系统的压缩信息）给定不可约非负矩阵 𝐴，定

义 𝑨 的压缩信息为： 

𝒞(𝐴) = max
𝑇

{𝒞𝑇(𝐴)}, 

这里 𝑇 取遍 𝐴 的所有编码树。 

 

𝒞(𝐴) 是层谱抽象策略从 𝐴 中可压缩的最大信息量。 

压缩信息 𝒞(𝐴) 显示地分布在 𝐴 的一个编码树上。 

 

10.9 压缩/解码原理 

定理 10.2（压缩/解码原理）对任意不可约非负矩阵 𝐴： 

（1）对 𝐴 的任何一个编码树 𝑇，有 

𝒞𝑇(𝐴) = ℋ1(𝐴) − ℋ𝑇(𝐴) = 𝒟𝑇(𝐴). 

（2）对 𝐴，有 

𝒞(𝐴) = ℋ1(𝐴) − ℋ(𝐴) = 𝒟(𝐴). 

（3）对任何 𝑘 ≥ 2， 

𝒞𝑘(𝐴) = ℋ1(𝐴) − ℋ𝑘(𝐴) = 𝒟𝑘(𝐴). 
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（4）对 𝐴 的任何编码树类型 𝒯 

𝒞 𝒯(𝐴) = ℋ1(𝐴) − ℋ𝒯(𝐴) = 𝒟𝒯(𝐴). 

 

压缩/解码信息原理揭示了，对任何不可约非负矩阵 𝐴 及 𝐴 的

编码树 𝑇，𝑇 从 𝐴 中的解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 和 𝑇 对 𝐴 的压缩信息一

样，即 

𝒟𝑇(𝐴) = 𝒞𝑇(𝐴). 

因此，对任何𝛼 ∈ 𝑇，−𝑞𝛼 log2
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 是模块 𝛼 的压缩信息，它也

可以理解为模块 𝛼 消除的 𝐴 中的不确定性。直观地说： 

（1）压缩信息就是解码信息； 

（2）压缩了多少信息也就是消除了多少不确定性，等价地，消

除的不确定性就是压缩的信息； 

（3）由于压缩信息是显示地分布在编码树 𝑇 上的，所以解码信

息也是显示地分布在编码树 𝑇 上的； 

（4）编码树 𝑇 不仅有解码功能，即消除嵌入在 𝐴 中的不确定

性，而且 𝑇 消除的嵌入在 𝐴 中的不确定性显示地分布在编码树 𝑇 

的节点上； 

（5）结构熵 ℋ𝑇(𝐴) 显示地分布在编码树的节点上，同样地，

解码信息𝒟𝑇(𝐴) 也显示地分布在编码树 𝑇 的节点上。 

编码树 𝑇 的以上性质为信息演算，即基于编码树的推理理论，

奠定了基础。 

 

10.10 层谱抽象解码原理 

层谱抽象解码信息系统的基本原理如下： 
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层谱抽象解码原理 

对任何信息系统 𝐴 及 𝐴 的编码树 𝑇，如果𝑇 从 𝐴 中的解码信

息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么： 

对任何𝛼 ∈ 𝑇，模块 𝛼 ，即 𝑇𝛼，是信息系统𝐴的一个功能模块。 

 

层谱抽象解码原理就是基于结构熵极小化原理发现信息系统的

知识的基本原理。 

 

10.11 层谱抽象可定义性 

给定一个信息系统，即一个不可约非负矩阵 𝐴： 

（1）令 𝑉 = {1,2, ⋯ , 𝑛} 是该信息系统中的个体的集合； 

（2）令 𝑇∗ 是 𝐴 的编码树，满足 

𝑇∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{ℋ𝑇(𝐴)}, 

即 𝑇∗ 是根据结构熵极小化原理确定并解码的 𝐴 的编码树。 

 

定义 10.14（层谱抽象可定义性）假设 𝐴 和 𝑇∗ 如上： 

（1）对每一个 𝛼 ∈ 𝑇∗，如果 𝛼 ≠ 𝜆，那么 𝑇𝛼
∗ 是信息系统 𝐴 

的一个模块。 

（2）对每一个 𝛼 ∈ 𝑇∗，𝛼 ≠ 𝜆，如果 𝜆 = 𝛽1 ⊂ 𝛽2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝛽𝑙 = 𝛼 

是 𝑇∗ 中从 𝜆 到 𝛼 的路径，那么： 

𝑇𝛽𝑙
⊂ 𝑇𝛽𝑙−1

⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝛽1
= 𝑉,  

就是 𝑋 = 𝑇𝛼 = 𝑇𝛽𝑙
 的一个层谱抽象。 

（3）对 𝑇∗ 的每一个叶子节点 𝛾，令 𝜆 = 𝛽1 ⊂ 𝛽2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝛽𝑙 =

𝛾，是从𝛾到𝜆 的在𝑇∗在的路径，假设 𝑇𝛾 = {𝑣}，那么我们称: 
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𝑇𝛾 ⊂ 𝑇𝛽𝑙−1
⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝛽1

= 𝑉, 

是个体 𝒗 的一个层谱抽象。 

 

定义 10.14 揭示了现实世界的个体和现实世界的对象都是层谱抽

象可定义的，这个层谱抽象定义由信息系统的编码树来确定。 

 

10.12 层谱抽象 

给定不可约非负矩阵 𝐴，令 𝑉 = {1,2, ⋯ , 𝑛} 是 𝐴 的行指标构

成的集合，假设 𝜋𝑇 = (𝜋1, 𝜋2, ⋯ , 𝜋𝑛) 是 𝐴 的稳定分布。 

对 𝑥 ∈ 𝑉，𝑥 的一个层谱抽象是一个 𝑉 的子集序列 𝑋1 ⊂ 𝑋2 ⊂

⋯ ⊂ 𝑋𝑙，满足： 

（1）𝑋1 = {𝑥}, 

（2）𝑋𝑙 = 𝑉. 

 

定义 10.15（层谱抽象的结构熵）给定 𝑥 的层谱抽象 𝒳: 𝑋1 ⊂

𝑋2 ⊂ ⋯  ⊂ 𝑋𝑙，定义该层谱抽象的结构熵为： 

ℋ(𝒳) = − ∑ 𝑝𝑋𝑖

𝑙−1

𝑖=1

log
𝑉𝑋𝑖

𝑉𝑋𝑖+1

 . 

 

定义 10.16（个体结构熵）给定 𝑥 ∈ 𝑉，定义 𝒙 的结构熵为; 

ℋ(𝑥) = min
𝒳

{ℋ(𝒳)}, 

这里 𝒳 取遍 𝑥 的所有层谱抽象。 

 

个体 𝑥 ∈ 𝑉 的结构熵度量了个体 𝑥 在系统 𝐴 中的不确定性。 

 

定义 10.17（层谱抽象解码信息）给定 𝑥 ∈ 𝑉，假设 𝒳: 𝑋1 ⊂ 𝑋2 ⊂

⋯ ⊂ 𝑋𝑙 = 𝑉 是 𝑥 的的一个层谱抽象，定义层谱抽象 𝓧 的解码信息
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为 

𝒟(𝒳) = − ∑ 𝑞𝑋𝑖

𝑙−1

𝑖=1

log
𝑉𝑋𝑖

𝑉𝑋𝑖+1

 . 

定义 10.18（个体层谱抽象解码信息）给定 𝑥 ∈ 𝑉，定义 𝒙 在系

统 𝑨 中的解码信息为： 

𝒟(𝑥) = max
𝒳

{𝒟(𝒳)}, 

这里 𝒳 取遍 𝑥 的所有层谱抽象。 

 

𝒟(𝑥) 度量了 𝑥 在系统 𝐴 中的解码信息。 

 

10.13 基于结构熵的推理演算 

给定信息系统 𝐴，即 𝐴 是一个不可约非负矩阵。假设 𝑇 是按

结构熵极小化原理求解的一个 𝐴 的编码树。 

 

定义 10.19（模块的结构熵） 

（1）对于 𝛼 ∈ 𝑇，定义模块 𝜶 的结构熵为： 

ℋ𝑇(𝐴; 𝛼) = −𝑝𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
. 

（2）对于 𝛼 ∈ 𝑇，定义层谱抽象 [𝜶, 𝝀) 的结构熵为： 

ℋ𝑇(𝐴; [𝛼, 𝜆)) = − ∑ 𝑝𝛽 log
𝑉𝛽

𝑉𝛽−
.

𝜆⊂𝛽⊆𝛼

 

（3）给定 𝑇 的子集合 𝑀 ⊂ 𝑇，定义模块 𝑴 的结构熵为： 

ℋ𝑇(𝐴; 𝑀) = − ∑ 𝑝𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
𝛼∈𝑀
𝛼≠𝜆

 

= − ∫ 𝑝𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑀

 . 
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定义 10.20（条件结构熵）给定 𝑀, 𝑁 ⊂ 𝑇，定义在条件 𝑴 下 𝑵 

的结构熵为： 

ℋ𝑇(𝐴; 𝑁|𝑀) = − ∑ 𝑝𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
𝛼∈𝑁\𝑀

𝛼≠𝜆

 

= − ∫ 𝑝𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑁\𝑀

 . 

 

定义 10.21（推理的结构熵极小原理）给定 𝑇 的子集合 𝑀 ⊂ 𝑇，

求 𝑁 = [𝛾, 𝜆)，对某叶子节点 𝛾 ∈ 𝑇，使得 ℋ𝑇(𝐴; 𝑁|𝑀)极小，即： 

𝑁∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{ℋ𝑇(𝐴; 𝑁|𝑀)}, 

𝑁 是从 𝜆 到某个叶子的路径上的所有节点构成的集合。 

 

结构熵极小化原理使得我们能推断在已知 𝑀 中模块的条件下

找到最有可能的一个个体，即不确定性最小的个体。 

类似地我们可以提出在已知一些模块的条件下推断出最有可能

的若干个个体。 

 

定义 10.22（推理的结构熵极大化原理）给定 𝑀 ⊂ 𝑇，求解 𝑁 ≠

𝑀 使得𝑁 = [𝛾, 𝜆)，对某叶子节点 𝛾 ∈ 𝑇，使得 ℋ𝑇(𝐴; 𝑁|𝑀)最大。 

 

推理的结构熵极大化原理允许我们在已知一些模块的条件下推

断出不确定性最大，也就是最不稳定的个体。同样原理，可以求出多

个不确定性最大的个体。 

在给定条件下，熵最小，即最有可能；熵最大，即最不可能，或

最不稳定的对象，这两种对象在不同的应用场景中都是有意义的。 

基于结构熵的推理是在编码树上的推理，编码树是优化的层谱抽

象结构，因此，基于编码树的推理是跨越抽象层次的推理和同一抽象
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层次推理的结合，从而是直觉推理和逻辑推理相结合的推理。这就数

学地实现了直觉推理和逻辑推理的结合，建立了推理的数学理论。 

 

10.14 基于解码信息的推理 

定义 10.23 给定信息系统 𝐴，即 𝐴 是不可约非负矩阵，令 

𝑇∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{ℋ𝑇(𝐴)}. 

 

（1）对给定 𝛼 ∈ 𝑇∗，定义模块 𝜶 的解码信息为： 

𝒟𝑇∗
(𝐴; 𝛼) = −𝑞𝛼 log

𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 . 

（2）对于 𝛼 ∈ 𝑇∗，定义层谱抽象 [𝜶, 𝝀) 的解码信息为： 

𝒟𝑇∗
(𝐴; [𝛼, 𝜆)) = − ∑ 𝑞𝛽

𝜆⊂𝛽⊆𝛼

log
𝑉𝛽

𝑉𝛽−
 . 

（3）对于 𝑀 ⊂ 𝑇∗，定义 𝑴 的解码信息为： 

𝒟𝑇∗
(𝐴; 𝑀) = − ∑ 𝑞𝛼

𝛼∈𝑀
𝛼≠𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 . 

（4）对于 𝑀, 𝑁 ⊂ 𝑇∗，定义在条件 𝑴 下 𝑵 的解码信息为： 

𝒟𝑇∗
(𝐴; 𝑁|𝑀) = − ∑ 𝑞𝛼

𝛼∈𝑁\𝑀
𝛼≠𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑞𝛼 𝑙𝑜𝑔
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 .

𝑁\𝑀

 

 

定义 10.24 （推理的解码信息极大化原理）给定 𝑀 ⊂ 𝑇∗，求解

 𝑁 ≠ 𝑀 使得 𝑁 = [𝛾, 𝜆) 对某个叶子节点 𝛾 ，而且 𝒟𝑇∗
(𝐴, 𝑁|𝑀) 最

大。 
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推理的解码信息极大化原理使得我们在已知一些模块的条件下

推断出解码信息最大，即消除的不确定性最大的个体。 

定义 10.25 （推理的解码信息极小原理）给定 𝑀 ⊂ 𝑇∗，求解 𝑁 ≠

𝑀，使得𝑁 = [𝛾, 𝜆)对某叶子节点 𝛾，而且 𝒟𝑇∗
(𝐴; 𝑁|𝑀)最小。 

推理的解码信息极小原理允许我们推断出在已知一些模块的条

件下解码信息最小，即消除的不确定性最小的个体。 

10.15 推理的数学理论 

基于结构熵的推理原理和基于解码信息的推理原理建立了直觉

推理和逻辑推理相结合的信息科学原理，奠定了推理的数学理论的基

础。 

推理的数学理论是基于信息科学原理的推理，解决了在已知一些

知识模块的条件下求解不确定性最小，不确定性最大、消除的不确定

性最大和消除的不确定性最小的对象。这些优化问题回答了最有可能、

最不可能、获益最大、获益最小的推理问题。 

由于编码树本身是优化的层谱抽象策略与数据结构，基于编码树

的优化问题是跨越抽象层谱的推理，即直觉推理，同时又是同一抽象

层谱的推理，即逻辑推理，从而是直觉推理与逻辑推理相结合的推理。 

又因为层谱抽象的结果本身就是知识，从而基于编码树的推理也

是基于知识的推理。这是第一次实现了基于原理的知识推理。 

推理的数学理论自然地提供了一个预测的数学原理，这是人类学

习要解决的一个关键科学问题。因此，预测是有原理的，基于结构熵
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的推理原理和基于解码信息的推理原理提供了预测的基本原理。 

在理论上讲，基于结构熵的推理原理和基于解码信息的推理原理

提供了有原理的人机对话、自然语言理解和处理的技术路线。这一新

技术路线是一个有原理的通用人工智能技术路线。 

 

10.16 信息生成原理 

信息是怎样生成的？ 

根据系统定律Ⅰ，信息存在于系统中。因此，我们有： 

定义 10.26（信息生成）信息生成就是信息系统的生成。 

 

定义 10.27（生成策略）生成策略就是生成信息系统的策略，即

生成信息系统的动作或操作。 

 

一个信息系统由多个对象及对象之间的直接关系构成。 

根据观察定律 II，现实世界的对象是可观察的，而且现实世界中

对象之间的直接关系是可观察的。因此，观察是生成信息系统的基本

策略。 

一个信息系统直观地说是一个图，因此，理论上说，信息系统的

生成就是生成图。 

一个图由顶点和边构成，因此，生成一个图的基本操作就是生成

顶点和边，其中顶点是对象，边是对象之间的直接关系。 

具体的生成策略有很多，是开放的。然而基本的生成策略包括： 

（1）联想 

（2）联系 

（3）想象等。 

信息生成的原理是什么？ 
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首先，一个生成策略是一个动作或操作，根据运动定律 II，任何

动作都是有消耗的。因此，一个生成策略的执行必然消耗一些信息，

即消耗确定性来保证动作或操作的执行。可供一个生成策略消耗的信

息量就是生成策略的限制条件，或约束条件。 

因此，一个生成策略是一个受限的动作或操作。 

在给定限制条件下，可能有很多个生成策略，在这些生成策略中

选择的原理是什么呢？ 

 

定义 10.28（信息生成原理）令 ℛ 是一个生成策略的限制条件，

𝒜 是所有满足限制条件 ℛ 的不可约非负矩阵 𝐴 的集合，即所有满

足限制条件 ℛ 的信息系统 𝐴 构成的集合，生成策略原理是： 

（1）一维结构熵极大化原理，即： 

𝐴∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{ℋ1(𝐴)}. 

（2）结构熵极大化原理，即： 

𝐴∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{ℋ(𝐴)}. 

（3） 假设 𝒯 是一个编码树类型，𝒯 型结构熵极大化原理，即： 

𝐴∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{ℋ𝒯(𝐴)}. 

 

因此，生成信息的原理是使得所生成的信息系统的熵极大。直观

地说，熵极大是信息生成的原理。 

这一原理反映了自然界的如下生成法则：在没有干预的情况下，

自然界按熵极大的方式演化。 

 

10.17 解码信息原理 

结构熵的定义已经揭示了结构熵极小化是解码信息的原理。 

 

定义 10.29（解码信息原理）给定信息系统 𝐴，即 𝐴 是一个不可
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约非负矩阵，解码信息系统 𝐴 的原理是找 𝐴 的编码树 𝑇 使得在编

码树 𝑇 下 𝐴 的结构熵极小，即：𝑇∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{ℋ𝑇(𝐴 )}。 

 

一般地，对于给定信息系统 𝐴，假设 𝒟 是信息系统 𝐴 的解码

策略的一个集合，解码原理是选择解码策略𝐷 ∈ 𝒟，使得在策略 𝐷 

下信息系统 𝐴 的不确定性最小，即： 

𝐷∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{ℋ𝐷(𝐴 )}, 

这里 ℋ𝐷(𝐴 ) 是信息系统 𝐴 在策略 𝐷 下的不确定性的量，即 𝐴 

在 𝐷 下的熵。 

因此，熵极小是解码原理，即找解码策略使得在该解码策略下信

息系统的熵极小。 

解码原理和生成原理刚好相反，解码原理是熵极小，而生成原理

是熵极大。但是这两个原理不矛盾，解码原理针对解码策略，即消除

不确定性的策略，生成原理针对生成策略，即生成不确定性的策略。 

解码策略就是在研究过程中做课题，生成策略就是找课题，做课

题的策略是问题越少越好，找课题的原则是问题或课题越多越好。所

以解码原理和生成原理尽管原理相反，但并不矛盾。因为，是针对两

种不同类型的策略的原理。这实际上正好反映了现实世界的基本规律。 

 

10.18 本章总结 

本章建立了： 

（1）结构熵的度量 

（2）层谱抽象解码策略的结构熵极小化原理 

（3）熵极大的信息生成原理 

（4）解码信息度量 

（5）压缩信息度量 

（6）压缩/解码原理 
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（7）层谱抽象可定义性 

（8）基于结构熵的推理演算 

（9）基于解码信息的推理理论 

（10）信息演算理论、信息生成原理和信息解码原理构成了信息

科学的三大理论支柱。 
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第 11 章 （观察）学习的数学理论 

人是现实世界最高智能的客观存在。人工智能的根本任务是用机

器来实现人的智能。人工智能的这一根本任务要求我们首先要揭示人

的智能的科学原理。 

人的智能是现实世界最显著的科学现象，其背后必然存在科学原

理。 

人工智能的科学原理就是智能的科学原理。然而，智能这一个概

念并没有一个精确、严格的定义。 

智能这一个概念的科学定义显然是 21 世纪的重大科学问题。 

智能显然是一个客观存在，那么它究竟是什么呢？ 

我们已经建立了信息的数学理论。信息是消除的不确定性，信息

的演算、信息解码和信息生成三个过程几乎可以建模人类所有的活动。 

人类的智能必然是在人类活动中生成的，人类智能活动是人类活

动的关键部分。 

学习是人主要的智能活动之一。本章建立学习的信息科学原理。 

人生活在一个高度不确定的现实世界，面临着来自于自身和外部

环境的确定性和不确定性的威胁，为了维持自身的存在性、作用和运

动，必须通过学习发现现实世界的知识，揭示现实世界的规律，并基

于发现的知识和揭示的规律创造新事物。 

人和动物都是从一出生就学习。人和动物都是通过观察来学习的，

人的学习和动物的学习应该是不一样的。 

“观察”这个词说明： 

（1）学习一定有一个主体，即学习者； 

（2）学习一定有个客体，即观察的对象。 

我们研究的是人的学习，即学习的主体是人。人观察的对象是除

自身以外的外部世界，因此学习的客体是现实世界。 
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人学习的目的是什么？ 

作为学习主体的人有什么基本规律？ 

人学习的数学实质是什么？ 

学习的基本策略是什么？ 

学习的数学模型是什么？ 

学习的数学原理是什么？ 

本章我们将回答这些基本问题。 

 

11.1 先验认知模型 

学习一定有一个主体，我们研究人的学习理论。 

先验认知模型定律揭示了： 

（1）人有一个先验的认知模型； 

（2）人的先验认知模型就是抽象和层谱抽象。 

人的先验认知模型贯穿在人学习的每个重要环节、每个重要步骤。 

揭示人的先验认知模型是建立像人一样学习的机器的模型与原

理。 

根据抽象和层谱抽象的定义，先验认知模型已经隐含了创造这一

策略。 

 

11.2 观察的数学实质 

人的观察是人基于自己的认知模型对现实世界环境的映射。 

人对现实世界的观察是根据自己的先验认知模型进行的。 

由于人的先验认知模型是抽象和层谱抽象，因此人观察的实质就

是： 

（1）抽象； 

（2）层谱抽象。 

人的观察实际上已经是一个信息处理过程，而不是机械地像照相



中国人工智能系列白皮书 

 318 

一样得到一张图片。人在观察中已经对一些对象作了抽象，例如观察

结果用数据来表示，或者形成对某具体对象的抽象印象或图像，或者

形成对观察环境中各抽象层谱的功能模块认知。人的观察不仅有抽象、

层谱抽象，而且还赋予了现实世界对象的语义解释。现实世界对象的

语义解释实际上是人赋予的。 

人的观察实际上是人根据自己的认知模型，对现实世界对象的抽

象、层谱抽象、理解与解释。 

人总是根据自己的认知模型、或者认知模板来观察世界、理解世

界、解释世界的。没有谁是根据别人的认知模型来观察世界、理解世

界、解释世界的。因此学习在观察阶段就体现出学习主体，即学习者

的自主性和主观性。 

人在观察中的抽象和层谱抽象是瞬间进行的，而不需要计算过程。

然而人的这种能力对计算机来说是非常困难的。原因就在于：人观察

有一个先验的认知模型，即层谱抽象模型，人的观察是基于人先验的

认知模型进行的。计算机只能做逻辑推理，没有层谱抽象功能，因此

计算机连人一眼看上去就会的事都不会。 

怎样让计算机实现人的观察能力？这需要揭示人观察的数学模

型和观察的数学原理。有了观察的数学原理，就可以基于人观察的模

型（模板）和原理的算法或芯片来实现人的观察。 

人和动物的观察先验地能识别大、小的概念，多、少的概念。这

是生存所需的能力。显然大、小，多、少这样的概念已是抽象的概念。 

当人观察到一个对象时肯定已经形成一个抽象的对象储存在脑

海中。人只要观察少量几次，甚至对一个新对象只需观察一次就会形

成一个抽象对象与实体对象相联系，从而以后再见到类似的实例，马

上就能识别。解释人的这种观察能力的唯一原因就是人的观察实际上

已经作了一个抽象和层谱抽象。 

类似地，实现抽象和层谱抽象的机器或算法是机器学习的重要课
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题。 

 

11.3 学习的数学定义 

学习的对象千差万别，学习的方法各式各样、五花八门。学习对

象和学习方法是发散的。 

然而学习的数学实质是收敛的。 

定义 11.1（学习的数学定义）学习的数学实质定义如下： 

（1）学习的基本模块是： 

①回答问题，等价地，解码策略，实现解码信息； 

②提出问题，等价地，生成策略，实现生成信息； 

（2）一个学习过程就是一系列的解码策略和生成策略构成的结

构。 

 

一个学习过程由一系列基本模块构成，每个基本模块或者是回答

问题，即解码信息，或者是提出问题，即生成信息。 

不管我们的学习对象是数学、物理、化学、文学、计算机或生物

等，我们都是在做一系列的提出问题，即生成信息，或者回答问题，

即解码信息。 

不管我们的学习方法是学校教育、自学、模仿学习、归纳学习等，

对于一个学习者，无非就是在做一系列的回答问题，即解码信息，或

者是提出问题，即生成信息。 

因此，学习的数学实质收敛到解码信息，或者生成信息两个基本

操作。信息这一科学概念提供了理解学习这一复杂概念的数学实质的

钥匙。 

注解：回顾计算概念的定义，Hilbert 1900 年的计划实质上是问

形式化推理是否可以证明一切数学定理。数理逻辑建立了形式化逻辑

推理的数学理论，证明了存在语义上真的数学命题没有形式化的语法



中国人工智能系列白皮书 

 320 

证明。 

在 Hilbert 的问题中，形式化证明的实质和计算是一样的。 

Turing 理解到了“计算”这个概念的实质是机械性，即每一个动

作都是机器可执行的。而机械性的实质是左移一格或者右移一格。因

此，Turing 机的每一步就是简单地改一个符号、改一个状态、左移或

者右移一格。 

Turing 的贡献在于证明任何一个计算可以归结为 Turing 计算，

即如果是个计算，就可以用 Turing 机，一系列的改符号、改状态，左

移或右移一格来实现。 

进一步 Turing 构造了通用 Turing 机，可以机械地计算一切计算

问题。 

然而 Turing 的工作并没有对理解计算问题的实质提供帮助，没

有告诉我们有些什么计算方法和计算策略。Turing 机、通用 Turing 机

就是提供了一个计算的范式，这个范式就是后来电子计算机的数学模

型。 

学习的数学实质是生成信息与解码信息，这就类比于计算的数学

实质是左移或右移一格这一机械性原则。 

学习的数学实质为建立学习的数学理论指明了方向。 

 

11.4 人的先验分析方法 

人观察世界、认识世界和理解世界有其先验的认知模型，即抽象

和层谱抽象。 

同样人对世界的分析有其先验的分析方法，这个先验的分析方法

就是物理世界的科学范式，即分而治之。 

物理世界对象可能是非常复杂的，为了了解、理解这些对象，需

要一些方法，最基本、最自然的方法就是分而治之。 

因此，物理世界的科学范式，也是人先验的分析方法。 
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11.5 学习的主体与客体 

学习的主体是一个对象，它有先验的认知模型，有先验的分析方

法。 

学习的客体就是除学习主体以外的客观世界，即现实世界。 

 

11.6 学习的目的、目标 

定义 11.2（学习的目的）一个学习主体的学习目的是： 

（1）现实世界的知识发现； 

（2）现实世界的规律揭示； 

（3）基于知识与规律的创造，这里创造的目的是生成信息或者

解码信息，创造本身是个策略，它可能是生成策略，也可能是解码策

略。 

 

直观地，一个主体的学习就是根据它自己的认知模型来观察世界，

分析世界，发现现实世界的知识，揭示现实世界的规律，并基于知识

与规律来创造。 

 

11.7 知识的定义 

学习的目的是知识发现。然而什么是知识？直观地说知识是信息

在某个模型下的解释或语义。 

知识一定是某个对象在具体模型下的解释，这里模型指特定空间、

领域、方面等。例如数学、物理、计算机、生物等，以及这些领域中

的某个子领域都是一个具体的模型。 

知识一定回答了问题或者提出了问题。用信息科学的语言说就是

知识一定解码了信息，或者嵌入了信息。 

 

定义 11.3（知识）知识是一个三元组 ⟨𝑂, 𝐾, ℳ⟩ 满足下列条件： 
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（1）𝑂 是模型 ℳ 中的对象； 

（2）𝐾 回答了关于 𝑂 在 ℳ 中的问题或者包含着关于 𝑂 在

 ℳ 中的问题。 

（3）在三元组 ⟨𝑂, 𝐾, ℳ⟩ 中，𝑂 是对象，ℳ 是模型，𝐾 是知

识表示。 

知识二元律要求知识 𝐾 是一个对 ⟨𝑃, 𝑄⟩，即 𝐾 = ⟨𝑃, 𝑄⟩，其中

 𝑃 是知识 𝐾 的语法，𝑄 是知识 𝐾 的语义。 

知识三元律说明 

𝐾 = ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀⟩, 

其中 𝑀 表示对象的运动性。 

知识四元律要求知识 𝐾，例如： 

𝐾 = ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀, 𝑅⟩, 

其中 𝑅 表示 𝑃, 𝑄 和 𝑀 背后的原因。 

 

11.8 规律的定义 

定义 11.4（规律）规律是知识在更高层次的抽象，使得它成为大

量知识的共同基础。 

 

规律和知识很难严格区分。直观地说，规律是比知识更高层谱抽

象的法则。因此规律可以视为生成知识的法则。规律适用的范围更广

大，抽象层谱比知识更高。 

由于知识本身就是层谱抽象的结果，所以规律也可以看成是更高

抽象层谱的知识。 

 

11.9 学习过程表示：层谱抽象 

学习的目的是发现现实世界的知识，揭示现实世界的规律。 

然而知识在哪里？规律在哪里？ 
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知识的数学定义揭示了：知识背后的数学基础是信息。 

系统定律Ⅰ揭示了信息在系统中。因此，我们有： 

（1）知识在系统中； 

（2）信息生成和信息解码是知识发现的数学原理； 

（3）知识的抽象是规律； 

（4）信息系统是信息世界的基本数学表示； 

（5）信息世界的科学范式，即层谱抽象，是人认知世界的先验

模型； 

（6）物理世界的科学范式，即分而治之，是人分析世界的先验

方法，也是分析信息系统的总方法； 

（7）先验认知模型定律揭示了系统的层谱抽象就是系统知识表

示的原理； 

（8）层谱抽象就是系统知识发现的科学范式； 

（9）由于规律是知识的抽象，层谱抽象也是系统规律揭示的科

学范式； 

（10）层谱抽象是知识发现与规律揭示的范式。因此，系统的层

谱抽象就是知识与规律的表示。 

 

（注解：Turing 机中的工作带是 Turing 计算的基本表示。这是理

解和构造 Turing 计算的基础。） 

学习过程的基本表示是什么？回答这个问题对数学地理解学习

这一概念至关重要。 

本章我们基于系统定律、先验认知模型定律和信息世界范式原理

论证了：学习过程的基本表示就是系统的层谱抽象，这为建立学习的

数学理论奠定了基础。 
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11.11 学习的数学模型 

直观地说，学习就是一个自我意识主体，根据自己的认知模型观

察世界，并基于观察数据的现实世界的知识发现和规律揭示，并基于

发现的知识和揭示的规律的创造。 

知识发现和规律揭示是学习的基本目标。学习的数学模型建立了

知识发现和规律揭示的数学原理。 

 

定义 11.5（学习的数学模型）学习的基本模型按如下步骤进行： 

1.（学习主体）有一个学习主体 𝑂，它有自身先验的认知模型，

有自身先验的分析方法； 

2.（客观世界的知识与规律）假设学习主体 𝑂 学习一个客观对

象 𝑊，𝑊 有知识 𝐾 和规律 𝐿； 

𝑊 的知识 𝐾 和规律 𝐿 是客观存在的，但是我们并不知道它们

具体是什么。 

3.（观察）学习主体 𝑂 对客观世界 𝑊 的观察。 

根据观察定律 II，个体是可观察的，个体之间的直接关系是可观

察的。 

客观世界 𝑊 的个体及个体之间的直接关系的观察构成一个观

察信息系统 𝐴0，它是一个非负矩阵； 

4.（生成策略）主体 𝑂 采取一个生成策略 𝐺，作用于观察信息

系统 𝐴0，生成一个信息系统 𝐴，即： 

𝐺(𝐴0) = 𝐴. 

假设信息系统 𝐴 为一个非负不可约矩阵。 

5.（解码策略）学习主体 𝑂 找到信息系统 𝐴 的一个层谱抽象解

码策略，即找到信息系统 𝐴 的一个编码树 𝑇。 

6.（解码信息）度量解码策略 𝑇 从信息系统 𝐴 的解码信息 

𝒟𝑇(𝐴). 



中国人工智能系列白皮书 

 325 

7.（知识发现）如果解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么存在解码器

 𝐷1 使得根据解码策略 𝑇 和信息系统 𝐴 就能解码出客观世界 𝑊 

的知识 𝐾，即： 

𝐷1(𝐴; 𝑇) = 𝐾. 

8.（规律揭示）如果解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么存在解码器

 𝐷2，使得 𝐷2 从解码策略 𝑇 和信息系统 𝐴 直接可以把客观世界

 𝑊 的规律 𝐿 解码出来，即： 

𝐷2(𝐴; 𝑇) = 𝐿. 

 

学习模型揭示了： 

（1）学习有一个主体，说明学习有私人性 (Privacy)； 

（2）观察是获得原始信息系统的基本策略； 

（3）生成策略是基于观察信息系统的信息系统生成。 

生成策略本身也是学习主体的先验策略，是对观察信息系统的整

理、扩充和完善。 

（4）层谱抽象是学习中的解码策略，也是信息科学中的解码策

略。生成策略和解码策略是学习的根本策略，生成策略包括联想、想

象和创造等动作和操作，因此生成策略是一般的信息科学策略，也是

学习策略。 

（5）一个解码策略从一个信息系统的解码信息是可以度量的。 

（6）学习的基本原理是，如果： 

 信息系统 𝐴 适当地生成； 

 解码策略 𝑇 从 𝐴 中的解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么存在一

个解码器 𝐷 使得 

𝐷(𝐴; 𝑇) = ⟨𝐾, 𝐿⟩, 

即 𝐷 从 𝐴 和 𝑇 中完全发现了现实世界 𝑊 的知识 𝐾，完全

揭示了现实世界 𝑊 的规律 𝐿。 
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（7）现实世界的知识是可以被发现的，现实世界的规律是可以

被揭示的。 

（8）发现知识 𝐾 和揭示规律 𝐿 的基本策略是： 

 观察策略 

 生成策略 

 解码策略 

（9）最重要的是：发现知识 𝐾 和揭示规律 𝐿 不需要找到信息

系统 𝐴 的最优的编码树 𝑇∗。 

而只需要找到的编码树 𝑇，使得解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大。这一

点在现实世界中也是很好理解的。例如牛顿发现万有引力定律时并没

有考察任何两个物体的相互作用，而只是考察了几对物体之间的关系

就把规律完整、准确地揭示出来了。 

（10）学习的私人性表明学习主体的先验认知模型和先验分析方

法对学习是至关重要的。如上述（9）中所说，牛顿是第一个发现万

有引力定律的人，牛顿的观察和牛顿以前的人，特别牛顿同一时代的

人的观察应该差不多，但是牛顿发现了万有引力定律，而其他人没有。

预测学习结果还跟学习主体的先验认知模型和先验分析策略有关。 

学习的私人性表明学习是各人学习各人得，一个人学的知识不可

能自动转移到另外一个人身上。学习的私人性是学习的显著特征。 

（11）学习的私人性还表现在对一个语法的语义理解是因人而异

的，全局的语义理解还跟一个人本身的能力、经历、经验等有关。 

（12）学习的数学理论就是学习模型的数学理论。 

 

11.11 创造策略的理解与实现 

Turing 在他 1951 年的论文中提出的问题是：机器会思考吗？ 

Turing 以这个问题引出机器智能的概念。 

然而“思考”这个概念太难，几乎没有数学定义。 
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Turing 最后提出“Turing Test”，回避了他提出的“机器会思考吗？”

的问题。 

我提出的问题是：机器会创造吗？ 

如果机器会创造，那么不可否认，机器有智能；反过来，如果机

器不会创造，那么机器有智能的理由是不充分的。“创造”这个概念

就是一个从无到有的动作或操作，是一个策略，很容易数学地定义，

从而数学地实现。 

回答“机器会创造吗？”这个问题的关键步骤是： 

（1）揭示人创造的数学原理； 

（2）建立人创造的数学模型； 

（3）建立人创造的机器实现。 

因此，关键是解决人创造的科学原理。 

创造是人的天性，是人与生俱来的先验能力；创造伴随着人的成

长，体现在人的大多数活动中。 

人在观察的同时已经做了一个抽象和层谱抽象。创造策略本身就

是抽象和层谱抽象的一部分。 

每一个生成策略，例如联想、想象都隐含着一个创造的动作或操

作。 

层谱抽象本身就是为层谱抽象的每一个模块创造一个表示。 

因此，生成策略和解码策略已经包含创造的动作或操作。 

人为什么要创造？ 

人通过创造工具扩大自己观察的范围，这时创造工具表现为一个

生成策略。 

人建造一个防御工事是一种创造，这时创造是为了消除自身对来

自外界的不确定性的影响，因此，创造表现为一个解码策略。 

从信息科学的观点来说，一个创造策略或者是一个生成策略或者

是一个解码策略。根据这一理解，生成策略和解码策略已经包括了所
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有可能的策略。在很多情况下，生成策略和解码策略的提出本身就是

一个创造的结果。 

信息科学不去列举所有可能的生成策略和解码策略。事实上，这

也是不可能的，信息科学的任务是对于每一个生成策略，度量其生成

的信息量，对于每一个解码策略，度量其解码信息。生成信息和解码

信息才是信息科学衡量生成策略和解码策略的数学基础。（正如在算

法理论中，我们只是度量算法的效率指标，例如，时间复杂性、空间

复杂性、随机资源、交互轮次等等，而并不是列举所有可能的算法。） 

 

11.12 局部观察学习 

局部观察实现了： 

（1）个体的观察 

（2）个体之间的直接关系的观察。 

一个个体由一些数据来表示，个体之间的直接关系由表示直接相

互作用的个体的数据来定义。 

因此，局部观察的结果就是数据。学习模型已经为局部观察学习

建立了数学原理。同样，学习模型也为全局学习提供了数学原理。 

大数据是 21 世纪的一个新现象，大数据分析已经成为一个重要

的研究方向。然而，现有的数学并没有为数据分析提供一个可解释的

原理。 

根据我的学习模型，可以建立大数据分析的数学原理。 

大数据分析的实质是：基于数据的知识发现和规律揭示。 

大数据的知识在哪里?大数据的规律在哪里？我的回答是：大数

据的知识存在于数据的关系之中，大数据的规律存在于数据的关系之

中。 

因此，数据的知识与规律均存在于数据及其关系构成的系统中。 

知识和规律背后的数学基础是信息，因此，解码嵌入在数据系统
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中的信息是大数据知识发现和大数据规律揭示的数学原理。 

进一步，我提出如下的数据分析模型。 

 

定义 11.6（大数据分析模型）令 ℬ 是一个大数据，它的分析如

下进行： 

1.（知识与规律）假设 𝐾 是 ℬ 的知识，𝐿 是 ℬ 的规律，𝐾 和

 𝐿 是客观存在的，但是我们并不知道他们具体是什么。 

2.（观察）观察数据之间的直接关系，构造初始数据系统 𝐴0，它

是一个非负矩阵。 

3.（生成策略）应用一个生成策略 𝐺 于 𝐴0 ，生成一个信息系

统 𝐴，即： 

𝐺(𝐴0) = 𝐴, 

使得 𝐴 是一个不可约非负矩阵。 

4.（解码策略）令 𝑇 是 𝐴 的一个编码树，即层谱抽象策略。 

5.（解码信息）度量解码策略  𝑇 从信息系统 𝐴 的解码信息

 𝒟𝑇(𝐴)。 

6.（大数据知识发现与规律揭示原理）如果 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那

么存在解码器 𝐷 满足： 

𝐷(𝐴; 𝑇) = ⟨𝐾, 𝐿⟩, 

即 𝐷 从 𝐴 和 𝑇 直接把 ℬ 的知识 𝐾 和规律 𝐿 解码出来。 

 

这就建立了大数据分析的数学原理，它是学习模型的一个特例。 

这一原理揭示了，大数据分析本身是一个学习问题，它有科学原

理。因此，数据分析可以建立一个数学理论，它就是大数据分析模型

的数学理论。 
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11.13 全局观察学习 

人的全局观察就像拍一张图片一样的简单而且瞬间完成。然而人

的全局观察和拍照片有本质区别： 

（1）人的瞬间全局观察实际上已经完成了对一个场景的层谱抽

象，识别出了各个抽象层谱有意义的实体与对象； 

（2）拍照仅仅是完成了实物场景到一些像素的映射，而并没有

实现对图片的理解。 

由于人的全局观察和拍照的相似性。全局观察学习的实质是计算

机对图像的理解，即算法完全自动地对一张图像的层谱抽象以识别图

像中各个抽象层谱的实物对象。 

学习的数学模型同样是对全局观察学习的数学模型，不同的是具

体某些步骤的动作稍有区别。为完整起见，我描述一个图像分析的学

习模型. 

 

定义 11.7（图像分析模型）图像自动分析如下进行： 

（1）（层谱抽象功能模块）假设一个图像的层谱抽象功能模块结

构为 𝐾； 

（2）（初始信息系统）根据图像相邻和相近位点的像素定义两点

之间的交互分值，建立图像的初始信息系统 𝐴0 ； 

（3）（生成策略）基于初始信息系统 𝐴0 生成一个不可约非负矩

阵 𝐴； 

（4）（解码策略）求解信息系统 𝐴 的编码树 𝑇，即层谱抽象策

略 𝑇； 

（5）（解码信息）度量解码策略 𝑇 从 𝐴 中解码的信息 𝒟𝑇(𝐴)； 

（6）（知识发现）如果解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么存在解码

器 𝐷 使得 

𝐷(𝐴; 𝑇) = 𝐾, 
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即解码器 𝐷 从 𝐴 和 𝑇 解码出图像在各个抽象层谱的功能模块或

实体对象。 

图像分析模型提供了一个图像分析的数学原理，它用算法的方式

实现了一个图像的自动理解，即图像的现实世界场景对象的层谱抽象

理解。 

 

11.14 学习模型中的生成策略与生成原理 

生成策略是信息科学的中心概念，生成原理是信息科学的三大支

柱原理之一。 

根据学习的数学模型，生成策略也是学习的两大策略之一。很显

然，信息科学中的生成策略就是学习模型中的生成策略。信息科学的

生成原理就是学习模型中的生成原理。 

 

11.15 学习模型中的解码策略与解码原理 

解码策略是信息科学的两大策略之一。 

根据信息科学范式定律，层谱抽象是信息世界对象的表示范式，

因此，层谱抽象是信息科学的解码策略。 

结构熵极小化是信息科学的解码原理。 

根据先验认知模型，层谱抽象是人认知世界的先验模型，从而层

谱抽象是知识发现的根本策略。 

又因为信息是知识背后的数学原理，因此结构熵极小化或解码信

息极大化是学习的解码原理。 

因此，层谱抽象同时是信息科学的解码策略和学习的解码策略；

信息科学的解码原理同时是学习模型的解码原理。 

 

11.16 知识树 

定义 11.8（知识）知识是信息在某个模型 ℳ 下的解释。一个解
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释，即知识，通常是一个四元组 ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀, 𝑅⟩，其中 𝑃 表示语法，𝑄 

表示语义，𝑀 表示运动性，𝑅 表示原因。 

定义 11.9（知识树）给定不可约非负矩阵 𝐴，假设 𝑇 是 𝐴 的一

个编码树。 

𝒟𝑇(𝐴) 是层谱抽象策略 𝑇 从信息系统 𝐴 中解码的信息量，即，

解码信息。 

假设 ℳ 是一个模型，即信息系统 𝐴 所在的空间或领域。解码

信息 𝒟𝑇(𝐴) 确定的知识树就是编码树 𝑇，使得对每一个 𝛼 ∈ 𝑇，有

一 个 四 元 组  ⟨𝑃𝛼[ℳ], 𝑄𝛼[ℳ], 𝑀𝛼[ℳ], 𝑅𝛼[ℳ]⟩， 简 写 为

 ⟨𝑃𝛼 , 𝑄𝛼 , 𝑀𝛼 , 𝑅𝛼⟩[ℳ]，与 𝛼 相联系，并且满足下列条件： 

（1）𝑃𝛼[ℳ] 是 𝑇𝛼 在 ℳ 中的语法； 

（2）𝑄𝛼[ℳ] 是 𝑇𝛼 在 ℳ 中的语义； 

（3）𝑀𝛼[ℳ] 是 𝑇𝛼  在ℳ 中的运动属性； 

（4）𝑅𝛼[ℳ] 是 𝑇𝛼 在 ℳ 中存在的原因。 

我们用 𝑇[ℳ] 表示编码树 𝑇 在模型 ℳ 中的知识树。 

 

一个信息系统在一个模型下的知识树就是该信息系统在给定模

型下的知识。 

 

11.17 知识的一致性准则 

定义 11.10 （知识的一致性准则）知识的一致性准则包括： 

（1）称知识 𝐾 = ⟨𝑃, 𝑄⟩ 是一致的，如果： 

 语法，即存在性 𝑃 是语义的前提与条件； 

 语义 𝑄 是语法 𝑃 的结果； 

（2）称知识 𝐾 = ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀⟩ 是一致的，如果： 

  ⟨𝑃, 𝑄⟩ 是一致的； 

  𝑀 是 ⟨𝑃, 𝑄⟩ 的结果； 
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（3）知识 𝐾 = ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀, 𝑅⟩ 是一致的，如果： 

  ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀⟩ 是一致的； 

  𝑅 是 ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀⟩ 的原因。 

 

定义 11.11（学习的可解释性原理）学习的可解释性原理就是知

识的一致性准则。 

 

定义 11.12（可解释知识树）给定 𝐴 ，它是模型 ℳ 的信息系统，

𝐴 是一个不可约非负矩阵，𝑇 是 𝐴 的编码树，𝑇[ℳ] 是编码树 𝑇 

确定的 𝐴 在 ℳ 中的知识树。 

我们称  𝑇[ℳ] 是可解释的，如果：对每一个𝛼 ∈ 𝑇，𝐾𝛼 =

⟨𝑃𝛼[ℳ], 𝑄𝛼[ℳ], 𝑀𝛼[ℳ], 𝑅𝛼[ℳ]⟩ 是一致的。 

 

11.18 知识的度量 

知识的数学基础是信息，因此我们用知识背后的信息来度量知识。 

 

定义 11.13（知识度量）给定模型 ℳ，给定模型 ℳ 中的信息系

统 𝐴，这里 𝐴 是一个不可约非负矩阵。 

假设 𝑇 是 𝐴 的编码树，𝑇[ℳ] 是 𝑇 确定的 𝐴 在模型 ℳ 中

的知识树。 

定义知识树 𝑇[ℳ] 的知识量为： 

𝒦𝑇(𝐴)[ℳ] = − ∑ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
𝛼∈𝑇
𝛼≠𝜆

 

= − ∫ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑇

 

= 𝒞𝑇(𝐴) 

= 𝒟𝑇(𝐴), 
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即知识树 𝑇[ℳ] 的知识量就是 𝑇 在 𝐴 中的压缩信息，也是 𝑇 从

 𝐴 的解码信息。 

因此，知识是可以度量的，而且知识显示地分布在知识树 𝑇[ℳ] 

上。 

 

11.19 知识演算推理 

知识的度量和知识在知识树上的显示分布提供了知识演算和基

于知识的推理的数学基础。 

给定模型 ℳ ，给定模型 ℳ 的信息系统 𝐴，这里 𝐴 是一个不

可约非负矩阵。 

令 𝑇 是信息系统 𝐴 的编码树，𝑇[ℳ] 是编码树 𝑇 确定的 𝐴 

在 ℳ 中的知识树。 

定义 11.14（模块的知识） 

（1）对于 𝛼 ∈ 𝑇，知识 𝐾𝛼 = ⟨𝑃𝛼 , 𝑄𝛼 , 𝑀𝛼 , 𝑅𝛼⟩[ℳ] 的知识量为： 

𝒦𝑇(𝐴; 𝛼) = −𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 . 

（2）对 𝑀 ⊂ 𝑇，定义 𝑀 中模块的知识量为： 

𝒦𝑇(𝐴; 𝑀) = − ∑ 𝑞𝛼

𝛼∈𝑀
𝛼≠𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
.

 𝑀

 

 

定义 11.15（条件知识）对于 𝑀, 𝑁 ⊂ 𝑇，𝑁 在条件 𝑀 下的知识

量为： 

𝒦𝑇(𝐴; 𝑁|𝑀) = − ∑ 𝑞𝛼

𝛼∈𝑁\𝑀
𝛼≠𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
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= − ∫ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
,

𝑁\𝑀

 

这里 𝑁\𝑀 是 𝑁 和 𝑀 的集合差。 

 

基于知识的推理有很多有意义的问题，我们介绍几个简单的知识

推理。 

定义 11.16（最大知识模块）找 𝛼∗ ≠ 𝜆 使得 

𝛼∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{𝒦𝑇(𝐴 ; 𝛼)}. 

 

定义 11.17（最小知识模块）找 𝛼∗ ≠ 𝜆 使得 

𝛼∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝒦𝑇(𝐴 ; 𝛼)}. 

 

最大知识模块和最小知识模块可以为我们提供基于原理的注意

力或自注意力机制。 

 

定义 11.18（层谱抽象的知识）对于个体 𝑥，令 𝛿 是 𝑥 在编码

树 𝑇 的码字，定义 

𝑀𝑥 = {𝛼|𝜆 ⊂ 𝛼 ⊆ 𝛿}. 

定义 𝑥 在 𝑇 上的层谱抽象的知识量为: 

𝒦𝑇(𝐴; 𝑥) = 𝒦𝑇(𝐴; 𝑀𝑥). 

 

定义 11.19（最大知识层谱抽象）找 𝑥∗ 使得 

𝑥∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{𝒦𝑇(𝐴; 𝑀𝑥)}, 

𝑥 遍历所有个体。 

 

定义 11.20（最小知识层谱抽象）找 𝑥∗ 使得 

𝑥∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝒦𝑇(𝐴; 𝑀𝑥)}. 
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最大和最小知识层谱抽象也为我们提供了找到特别意义的个体

提供了原理。 

定义 11.21（领域知识）对于 𝛼 ∈ 𝑇，令 𝑇α 是 𝑇 中以 𝛼 为根

的子树，定义 𝛼 的领域知识量为： 

𝒜𝑇(𝐴; 𝛼) = − ∑ 𝑞𝛽

𝛽∈𝑇𝛼

𝛽≠𝛼

log
𝑉𝛽

𝑉𝛽−
 

                    = − ∫ 𝑞𝛽 log
𝑉𝛽

𝑉𝛽−𝑇𝛼

 . 

 

定义 11.22（最大知识领域）找 𝛼∗ ≠ 𝜆，满足 

𝛼∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{𝒜𝑇(𝐴; 𝛼)}. 

 

定义 11.23（最小知识领域）找 𝛼∗ ≠ 𝜆，满足 

𝛼∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝒜𝑇(𝐴; 𝛼)}. 

 

最大和最小知识领域提供了我们找到特别相关领域的原理。 

 

定义 11.24（最大知识推理）给定 𝑀 ⊂ 𝑇，找 𝑁∗ 满足 

𝑁∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{𝒦𝑇(𝐴; 𝑁|𝑀)}, 

这里 𝑁 是满足特定条件的模块构成的集合。 

 

同理有 

 

定义 11.25（最小知识推理）给定 𝑀 ⊂ 𝑇，找 𝑁∗ 满足 

𝑁∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝒦𝑇(𝐴; 𝑁|𝑀)}, 

这里 𝑁 是满足一定条件的模块的集合。 

最大和最小知识推理为我们提供了基于知识的推理原理。 
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基于知识的演算与推理建立了一个理论系统，为基于原理的知识

推理理论奠定了基础。 

11.20 学习的极限 

学习的根本任务是回答问题，即解码信息，和提出问题，即生成

信息。解码信息由解码策略实现，生成信息由生成策略实现。 

解码信息是有极限的，即不可能把不确定性完全消除干净。原因

是，根据信息定律Ⅰ，现实世界中的对象本身是一系列确定性和不确

定性联合作用生成的结果，确定性和不确定性就如同一个硬币的两面，

是现实世界对象的两个机制。如果把不确定性完全消除了，一个对象

也就不存在了。 

学习的数学模型还揭示了，为了获取一个信息系统的知识，我们

只需要一个层谱抽象策略，它消除了嵌入在该信息系统的适当多的不

确定性，甚至都不需要最优的层谱抽象策略，它有最大可能的解码信

息。因此，解码最大量的信息甚至在现实世界学习中也是不必要的。 

任何一个生成策略本身需要消耗一定量的信息，即有一定的确定

性来保证该生成策略得以执行。因此，一个学习主体生成信息也是有

限制的，不可能无限地生成信息。 

观察是学习的首要基本策略，在有的情况下，观察是一个生成策

略，而在另外一些情况下，观察是一个解码策略。不管作为生成策略

还是解码策略，一个学习主体在一个时间范围内的观察都是有界的。

进一步，观察策略的执行还取决于观察的工具，工具显然也制约着观

察的范围和深度。工具本身是创造的结果，工具的使用也是一个策略，

这个策略有的情况下是一个生成策略，有的情况下是解码策略。 

有的策略同时是生成策略和解码策略。 

任何策略不管是作为生成策略和解码策略，其生成信息和解码信

息都是有限的。 

因此，学习是一个不断生成信息，不断解码信息的过程，任何学
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习过程中的生成信息和解码信息始终是有限的。 

学习是一个永无止境的过程，总是在不断地解码信息，又不断地

生成信息的过程。 

对一个学习主体，解码信息和生成信息都是至关重要的，如果生

成信息少，最终解码信息也少，如果只是生成信息而解码信息少，则

获取信息少，从而知识发现少，规律揭示少，学习没有达到目的。 

对于一个学习主体，解码信息和生成信息就是驱动学习主体发现

知识，揭示规律的两个轮子，缺一不可。 

注意，一个学习主体可能是一个人，也可能是个群体，还可能是

一个国家，一个民族。 

知识与规律是一个学习主体创造的基础与前提，创造实际上是知

识与规律在更高抽象层谱的应用。创造显然是一个学习主体智能的显

著表现。 

 

11.21 学习的数学理论总结 

本章建立了（观察）学习的数学原理，主要要点包括： 

（1）信息是建立学习的数学理论的钥匙 

信息是消除的不确定性，它有一个相伴科学概念，即策略。策略

和信息是作为科学概念的信息以及信息的数学原理的核心概念。 

作为科学概念的信息建立了学习这一概念的数学基础。 

（2）知识和规律是学习的结果 

信息提供了理解知识的数学基础，从而建立学习的数学理论。 

信息是知识的基础，知识是信息在某一个模型下的解释；作为知

识的信息的解释是一个四元组 ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀, 𝑅⟩，这里 𝑃 是语法，𝑄 是语

义，𝑀 是运动性，𝑅 是原因。 

（3）知识的一致性准则建立了学习的可解释性原理 

（4）层谱抽象是建立学习的数学理论的总方法论 
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 层谱抽象是信息世界的科学范式； 

 层谱抽象是先验认知模型； 

 层谱抽象是知识发现与规律揭示的方法论； 

 层谱抽象是知识树的原理； 

 知识树是学习理论的新概念。 

（5）学习的数学模型建立了学习的数学原理 

（6）知识演算是学习的推理理论，它是直觉推理与逻辑推理相

结合的推理 

（7）学习的策略就是信息科学的策略 

（8）学习的原理就是信息科学的原理 

 

学习的数学理论揭示了： 

（1）学习和计算的根本区别在于： 

 计算的实质是机械性，归结为左移一格或者右移一格； 

 学习的实质是信息生成与信息解码； 

 计算是一个数学概念，计算的对象与结果属于同一抽象层谱，

计算属于逻辑推理的范畴； 

 学习是一个新的科学概念，它的实质是信息，学习中的推理

是直觉推理与逻辑推理相结合； 

 学习中的演算是信息演算； 

 计算中的演算是数的演算； 

 计算不能实现抽象和层谱抽象； 

 抽象与层谱抽象是学习的根本策略； 

 计算可以是学习的工具；  

 学习可以通过计算来实现； 

 但是学习和计算是根本不同的科学概念。 

（2）学习是一个科学概念，建立学习理论的基础是信息，建立
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学习理论的数学方法是层谱抽象。 

（3）知识的实质是确定性、不确定性，确定性到不确定性的转

化以及不确定性到确定性的转化在某一个模型下的解释。 

（4）学习是智能的核心部件之一。 

（5）学习的数学理论为建立基于原理的学习机奠定了理论基础。 
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第 12 章 自我意识的数学理论 

人和动物都有自我意识。自我意识是生命体最根本的特性。自我

意识的数学理论就是要揭示自我意识的科学原理。 

自我意识的重大科学问题是：生命的科学原理是什么？ 

揭示生命的科学原理是建立人工生命的科学基础。 

人和动物都有自我意识，然而人的自我意识和动物的自我意识应

该是不一样的。 

人的自我意识是智能生成的源泉。（观察）学习的数学理论建立

了学习主体认知世界、发现现实世界的知识、揭示现实世界的规律的

数学原理。 

然而学习理论并没有解决学习主体对自我的认知的问题。 

学习是一个艰难的任务，人为什么要学习？人不仅学习，而且人

还是主动学习的。其原因就是因为人有自我意识。 

自我意识的数学理论将建立作为智能基础的自我意识的科学原

理。 

对自我的认知是人类认知的必然需求，是人类智能发展的必然需

求。更重要的是，对自我的认知也是生存的法则。没有自我意识的对

象在现实世界的博弈中必然是被动的，只能接受其它对象的安排。因

此或者被消灭、或者被征服、或者接受为其它对象服务的角色。 

人作为这个世界上最高智慧的生灵是一个显著的存在，自我意识

是人的基本现象，其背后必然有深层的逻辑，也就是说自我意识必然

有其科学原理。自我意识的科学原理是揭示人类智能以及机器智能的

不可逾越的科学障碍。不揭示自我意识的科学原理，不可能创造出有

自我意识的机器。没有自我意识的机器很难说是一个智能体。 

学习的数学理论解决了人认知外部世界的科学原理，从而解决了

“知彼”的问题。 
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自我意识要求的是解决认知学习主体自身的问题，即解决“知已”

的问题。 

当前的人工智能准确地说是以计算为中心的信息处理技术。这些

技术没有提供我们对学习和智能这些基本概念的科学理解。 

显然，人工智能的科学原理就是智能的科学原理；智能的科学原

理就是人的智能的科学原理。 

人的智能的科学原理是什么？首先明确一点：人的智能是有科学

原理的。没有智能的科学原理，不可能演化出人这样高级智慧的生命

体。 

作为科学概念的“智能”究竟是什么？这显然是 21 世纪的重大

问题。 

首先，智能，具体地，人的智能，一定是一个客观存在，即真实

的东西。 

智能要求首先有一个智能体，智能体能区分自我和外界，能感知

和认知自我，能感知、认知外界的确定性和不确定性及确定性到不确

定性的转化和不确定性到确定性的转化，对智能体自身的存在性、作

用和运动性的影响，主动调整自我适应外界的确定性和不确定性，维

持自身的存在性、作用和运动性。 

直观地说， 

（1）信息科学揭示确定性和不确定性及其相互转化的规律； 

（2）学习回答信息在一个模型下的解释，即回答确定性和不确

定性以及确定性和不确定性相互转化的作用，即语义； 

（3）自我意识识别、感知、认知：确定性、不确定性以及确定性

和不确定性之间的相互转化对自身的存在性、作用和运动性的影响。 

以上的理解表明：i）信息和学习是自我意识的基础，ii）信息是

学习的基础，从而 iii）自我意识的基础是信息。 

因此，自我意识的数学基础仍然是信息。这就是为什么可以基于
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信息科学原理来建立自我意识理论的原因。 

尽管过去的研究没有对学习这一概念的实质有正确、准确、精确、

到点到位的理解，但是在很长的一段时间里，已经对学习的方法有很

多研究。 

本白皮书第十一章已经证明，学习的数学基础是信息，因此基于

信息科学原理可以建立一个学习的数学理论。 

现有的人工智能技术对自我意识这一现象和概念还没有认真的

研究，是一个空白。 

自我意识的科学原理是创建人工智能原理不可或缺的支柱。上面

分析表明，基于信息和学习的数学原理，可以建立一个自我意识的数

学理论。本章将建立自我意识的基本科学原理。 

 

12.1 自我意识体的先验感知模型 

一个自我意识体，例如一个人，一个国家等，通常是一个非常复

杂的系统。 

一个人由很多细胞构成，每时每刻都有一些细胞死去，也有一些

细胞生成。但是一个人，不可能感觉到他/她的哪个细胞死了，或者是

哪个细胞生成了。 

一个国家通常由千万、上亿的人口，每天都有人死去，也有人新

生，除了相关家庭的局部影响，国家作为一个整体不受每天人员增减

影响。 

因此，一个自我意识体是一个复杂系统。一个复杂系统是一个信

息世界的对象。 

信息世界的科学范式是层谱抽象。因此，认知一个复杂系统的科

学方法是层谱抽象。 

一个自我意识体认知它自身的复杂系统的总方法就是层谱抽象。 

一个自我意识体有一个先验的自我感知模型。 
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一个自我意识体就是按自身的先验自我感知模型来感知、认知自

身层谱抽象的功能模块的。 

 

自我意识体的先验感知定律 

 

一个自我意识体对自身系统有一个先验的感知模型；一个自我意

识体的先验感知模型是一个层谱抽象策略，它使得自我意识体能感知

到自身系统在不同抽象层谱的功能模块。 

 

定义 12.1（自身功能模块感知）一个自我意识体的自身功能模块

感知就是自我意识体基于自我先验感知模型来感知从而认知自身信

息系统在各抽象层谱中的功能模块。 

 

一个自我意识体对自身系统的认知是通过感知来实现的，它不需

要计算，更不需要学习。例如一个人手指被划破了，他/她感觉到疼痛，

而不是通过计算或学习才知道手指划破了。一个国家的某一个地区遭

到入侵是通过向更高层级单位做出汇报，迅速反映到中央从而使整个

国家迅速认知到国家遭到了入侵等。 

一个自我意识体的感知使得该自我意识体能够区分自己和外界。 

因此，区分自己和外界是通过感知来实现的，而不是通过计算或

者通过学习认识到的。 

真实感觉到的东西就是自身的一部分。感知是感觉的基础。感觉

是不能传递的，例如一个人的疼痛一般不能自动转移到另一个人身上。

通常人们说的感同身受，指一个人曾经经受过一个痛苦，从此后面，

每当看到其他人遭受类似痛苦，就唤醒了他/她的痛苦感受，产生同情。

在人类战争史上，施害一方通常理解不了受害方的感受，直到施害方

有一天受到惩罚，就是这个原因，感受不能传递。 
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感知和感觉是通过关系或连接来实现的。 

亲人之间由于特殊的亲缘关系一个人可能感受到另一个人的疼

痛等。 

感知自己、感知他人是人类在自私自利的世界能够形成合作的重

要原因。 

一个自我意识主体有一个先验的感知模型，即对自身系统的先验

感知模型，它是一个层谱抽象策略。 

自我意识体的先验感知定律揭示了自我意识的本质，为建立有自

我意识的机器提供了科学原理。 

由于层谱抽象这一信息科学方法论已经有了数学理论，机械地实

现层谱抽象策略已经有了科学原理。因此，具有先验感知能力的机器

是有科学原理的，因而是现实可行的。 

 

12.2 自我意识体的可定义性 

一个自我意识体首先是个个体。一个个体可能是一个细胞、一个

基因、一个人、一个公司、一个群体或者一个国家等。 

个体定律 III 揭示了个体是层谱抽象可定义的。 

一个信息系统的编码树实际上提供了每一个个体的层谱抽象定

义。 

现实世界的一个对象，本身可能是一个信息系统，该信息系统的

层谱抽象还提供了现实世界对象的一个层谱抽象表示。 

现实世界的一个自我意识体当然是现实世界的一个对象，因此，

它必然有： 

（1）一个层谱抽象感知； 

（2）一个层谱抽象认知。 

然而，根据先验认知模型定律，一个自我意识体有它自己的先验

的认知模型。 
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一个自我意识体对自身的定义就是： 

（1）根据自己的先验感知模型的自身的层谱抽象感知； 

（2）根据自己先验认知模型的自身的层谱抽象定义。 

认识到自身的各抽象层谱的功能模块，以及自己在环境中的存在

性、作用与运动性是一个对象自我意识的基础与条件。 

 

定义 12.2（自我意识体的可定义性）一个自我意识主体 𝑂 的可

定义性包括： 

（1）（感知）主体 𝑂 根据先验感知模型感知到它自身的层谱抽

象功能模块； 

（2）（认知）主体 𝑂 根据先验认知模型认知到自己在环境中和

其它对象相互作用的系统的层谱抽象功能模块。 

 

自我意识体 𝑂 的自我意识由自我意识体 𝑂 的先验感知模型和

先验的认知模型决定。 

自我意识体的可定义性在理论上保证了一个自我意识体可以区

分自己和外界。然而在现实世界中，一个自我意识体未必能区分自己

与外界，从而也不清楚自己和外界的关系。例如当一个主体是国家时，

感知和认知一个国家是一件很困难的事，历史上，有很多国家不能清

醒地感知、认知自我，从而在历史的演化中逐渐消亡了。 

在定义 12.2 中，一个自我意识体的定义包括两条，第（1）条是

关于该自我意识体自身的组织结构、功能模块的感知；第（2）条是

关于该自我意识体在与外界相互作用的系统中的存在性、作用和运动

性的认知。 

一个自我意识体本身就是一个复杂系统，层谱抽象是感知、认知

一个复杂系统的基本范式。例如一个人本身就是一个复杂系统，人不

可能感知到他/她自己的每一个细胞。人是通过不同抽象层谱的功能
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模块，例如头、四肢、躯干及这些模块及子模块来感知自身的。除了

感知、认知到自身的层谱抽象功能模块，一个人的自我意识还包括它

自身的存在性，在环境中所起的作用及自身的运动性的认知。然而，

一个人的存在性、作用和运动性是通过他/她在和环境中其他对象的

相互作用关系来确定的，定义 12.2（2）就是一个对象对自己在环境

所决定的系统中的层谱抽象的认知。对一个人来说，就是这个人在社

会的各层级组织中的存在性、作用和运动性的认知。 

因此，一个自我意识体的定义，包括： 

（1）根据自己先验的感知模型对自身系统抽象层谱的功能模块

的感知； 

（2）根据自己先验的认知模型对自身在环境系统的抽象层谱中

的存在性、作用与运动性的认知。 

一个自我意识体有一个对自身系统的感知模型，还有一个对自身

在环境系统中的认知模型，感知模型和认知模型都是层谱抽象策略。

然而感知模型的层谱抽象策略和认知模型的层谱抽象策略不一样。 

 

12.3 自我意识体五维认知 

现实世界的每一个对象都有一个存在性，即语法，作用，即语义，

还有一个运动性。现实世界的每一个对象都有一个需求，即维持其存

在性、作用和运动性。 

一个自我意识体也是一个现实世界的对象，因此，一个自我意识

体有一个语法、一个语义，有一个运动性，而且要求维持其语法、语

义和运动性。除此之外，一个自我意识体还有需求、愿望和期望等。 

 

定义 12.3（自我意识体基本原则）一个自我意识体具有一系列基

本性质： 

（1）（语法）存在性 
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包括该自我意识体的起源、演化、存在空间、存在形式、存在状

态、存在条件等。 

（2）（语义）作用 

该自我意识体在环境中的作用。 

（3）（运动性）运动性和自由性 

该自我意识体在环境中的运动性和自由度等。 

（4）（需求）需求 

维持该自我意识体存在性、作用和运动性的资源。 

（5）（愿望）愿望 

获得更多资源以改善和改进存在性、作用和运动性的要求。 

 

现实世界的每一个对象都有一个存在性、一个语义，即作用，以

及一个运动性，都有一个要求维持其存在性、作用和运动性。然而每

一个对象的存在性、作用和运动性都是有条件的，都受到自身和来自

外界的一系列确定性和不确定性的干扰和影响。一旦一个对象的存在

性的条件不能满足，则该对象的存在性就受到威胁。 

自我意识体和物理对象的根本区别在于自我意识体会自动采取

行动巩固、加强和改进其存在性的条件，所起作用的条件以及本身运

动性的条件，从而实现了在演化进程中的生存和发展。 

与之相对应，物理对象虽然也有维持其存在性、作用和运动性的

需求，但不会主动行动创造条件维护与改善其自身的存在性、作用和

运动性。 

自我意识体的基本原则决定了一个自我意识体的五维认知。 

 

定义 12.4（自我意识 5 维认知）一个自我意识体 𝑥 的 5 维认知

是一个 5 元组 

ℝ(𝑥) = ⟨𝑠𝑦𝑛(𝑥), 𝑠𝑒𝑚(𝑥), 𝑚𝑜𝑡(𝑥), 𝑟𝑒𝑞(𝑥), 𝑑𝑒𝑠(𝑥)⟩, 
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其中： 

（1）𝑠𝑦𝑛(𝑥) 表示 𝑥 的存在性，即 𝑥 的语法； 

（2）𝑠𝑒𝑚(𝑥) 表示 𝑥 的语义，即 𝑥 的作用； 

（3）𝑚𝑜𝑡(𝑥) 表示 𝑥 的运动性； 

（4）𝑟𝑒𝑞(𝑥) 表示 𝑥 的需求； 

（5）𝑑𝑒𝑠(𝑥) 表示 𝑥 的愿望。 

 

自我意识体 𝑥 的 5 维认知是由 𝑥 自己定义的。因此，自我意识

本身是由自我意识体自己定义的。 

直观地说，一个自我意识主体的自我意识就是：捍卫该自我意识

体的存在性、作用、运动、需求和愿望的意志与决心。 

 

12.4 自我意识的数学实质 

定义 12.5（自我意识）一个对象的自我意识就是该对象对来自外

界的确定性和不确定性及确定性与不确定性之间的相互转化对自身

的存在性、作用、运动、需求和愿望的影响的认知。 

 

我们看以下的例子以更好地理解定义 12.5。 

例子 1，当一个小孩看到老人死了，他/她想到他/她自己也是人，

也会死的，这时他/她就产生了自我意识了。 

例子 2，当一个人看到有人欺凌一个弱者时，他意识到欺凌者也

可能欺凌他/她，而因此对欺凌者有所警惕与防范，这也是一种自我意

识。 

例子 3，当一个国家，例如 A 国，把另一个国家比如 B 国的存在

性视为对它的威胁时，B 国意识到来自 A 国的潜在侵略就是一种自

我意识。 

例子 4，一个人的自我意识是意识到自己是谁？从哪里来？有什
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么要求？有什么目标？要做什么？怎样实现目标？等。 

例子 5，一个国家的自我意识是正确认知自己国家的历史、现状

与未来，包括文化与文明、领土与资源、人口与粮食、科学与技术、

经济、教育与人才、前沿科技、贸易、外交与全球战略、军事、政治

和工业等支撑力量。 

一个自我意识体要求捍卫它自己的存在性、作用、运动、需求和

愿望。然而来自外界的确定性、不确定性、确定性到不确定性的转化，

以及不确定性到确定性的转化必然影响、威胁、损害着一个自我意识

体的存在性、作用、运动、需求和愿望的实现。一个自我意识体要求

对来自外界的影响、威胁、损害有一个正确、准确的判断、识别、预

测与预防。 

 

12.5 生命定律 

生命体是自我意识体的基本形式。 

因此： 

（1）自我意识的根本问题就是生命体的自我意识问题； 

（2）自我意识的数学理论就是要建立生命体的自我意识原理。 

生命体是现实世界最重要的现象。自我意识又是生命体最重要的

特征。 

生命体的自我意识也服从生命体的基本科学原理。 

根据信息定律Ⅰ，现实世界的对象都是一系列确定性和不确定性

联合作用生成的结果。 

现实世界的对象都要求保持其存在性，维持其作用及运动性。 

一个生命体不仅是一个现实世界的对象，而且是一个运动的复杂

系统。一个生命体本身是一个复杂系统，系统内部激烈运动，而且系

统作为一个整体与外部世界对象相互作用。 
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生命定律Ⅰ 

每一个生命体都是一系列确定性和不确定性联合作用生成的结

果。 

 

一个生命体系统内部的运动必然耗损内部模块构件，系统作为一

个整体与外界相互作用必然耗损系统。生命系统内部运动的耗损和与

外界相互作用的耗损表明：一个生命体是必然要终结的，即终止生命。 

一个生命体在短暂的生命过程中，通过与外部世界其它对象的相

互作用获取了信息，从而发现了现实世界的知识，揭示了现实世界的

规律，并且基于知识与规律创造了一些东西。然而随着一个生命体生

命的结束，它作为生命体就已经结束，不再能生成信息、解码信息和

创造新事物。 

生命体通过遗传的方式把自己的信息传递给下一代，从而下一代

在继承上一代信息的基础上继续感知自我、认知世界、创造新事物，

而不必重复上一代的所有行动。 

生命体正是一代接一代的不断继承、累积信息，从而具有越来越

强大的能力以生成信息和解码信息。 

生命体的信息传输方式有：i）从一代到下一代的信息传递， ii）

通过嵌入在基因的遗传， iii）通过历史、文化、文明记录的方式传承

等。这也是人类智慧和智能生成与发展的方式。 

 

生命定律Ⅱ 

信息是可以遗传与继承的；生命体是通过遗传与继承传递信息的，

即遗传与继承是生命体的解码策略。 

 

生命定律Ⅲ 

信息生成、信息解码、信息的代代相传是人类智能生成的机理。 
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机器智能是否可以遗传与继承？机器也是可以有不同代的，代代

相传。 

 

12.6 自我意识体的基本性质 

一个自我意识体本身是一个内部激烈运动的复杂系统，满足如下

基本性质： 

（1）该复杂系统有一个层谱抽象结构，它决定着系统在不同抽

象层谱的功能模块； 

（2）系统的每一个功能模块是一个内部运动的子系统； 

（3）系统的一个局部刺激会产生一个系统的全局反应； 

例如：一个人手指疼痛，则全身都能感知、感觉到。 

（4）整个系统有一个控制中心模块，任何一个局部刺激通过系

统的抽象层谱迅速传递到控制中心模块，控制中心模块迅速地传递到

系统全局。这就实现了局部刺激产生全局反应的机制。 

所有动物都有一个头部，任何一个自主的复杂系统都有一个控制

中心模块。 

（5）各抽象层谱的功能模块的协调一致性； 

（6）整个系统通过各功能模块的协调自动调整系统的状态与姿

态以适应不同环境，使整个系统在不同环境中保持其存在性，保持其

作用与功能并保持其运动性； 

（7）系统本身对环境有一个学习能力，以判断来自环境的其它

对象的确定性和不确定性对系统的影响与作用； 

（8）自我意识指一个自我意识主体感知、认知到自身系统的上

述基本性质。 

这些基本性质是一个自我意识主体的基本性质，也是设计自我意

识机器的基本需求。 

这些基本需求是可以通过机器工程来实现的。 
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12.7 自我意识论断 

人和动物都是通过观察学习的。人不断地学习，无止境地探索未

知世界。人为什么要学习？ 

 

定义 12.6（自我意识论断） 

（1）自我意识是人为什么学习的原因； 

（2）自我意识是学习的动机； 

（3）自我意识是智能的基础。 

 

因此，自我意识在学习和智能生成中起着中心的作用。 

直观地，一个主体的自我意识包括： 

（1）自己是谁？从哪里来？要到哪里去？干什么? 即，知道自

己的语法、语义、运动性、需求、愿望等； 

（2）认知来自外界的确定性对自己的语法、语义、运动性、需

求、愿望等的影响； 

（3）认知来自外界的不确定性对自己的语法、语义、运动性、

需求、愿望等的影响。 

（4）显然，以上（1），（2）和（3）是自我意识主体的生存与发

展的基础，进而，也是自我意识主体智能的基础。 

 

12.8 领土/领地意识 

一个自我意识体是一个现实世界的对象。 

一个自我意识体必然有： 

（1）（存在性）起源、来源、生存条件、存在空间、存在形式、

存在状态等； 

一个自我意识体有一个存在空间，构成了该自我意识体的领土/

领地。特别地，人和动物都是自我意识体，人和动物都有领地/领土意
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识。 

一个有自我意识的机器也必然有领地/领土意识。 

（2）（作用）每一个自我意识体在其存在空间中有一个角色，起

一定作用； 

（3）（运动）每一个自我意识体在其存在空间中都有活动或运动

的需求； 

（4）（需求）每一个自我意识体为维持其内部运动所需的确定性，

需要不断消耗资源，或者消耗信息，即消耗确定性； 

（5）（愿望）一个自我意识体有在领土/领地起更大作用的愿望，

有扩大其存在性的愿望。 

 

一个自我意识体作为一个现实世界的客观存在，有一个领土/领

地意识，有保卫其领土/领地的需求，有扩大其领土/领地的愿望。 

事实上，人和动物都具有领地意识，人和动物的领土/领地提供了

人和动物生存的基本条件。保卫领土/领地是人和动物的本能。 

 

12.9 自我意识学习 

人和动物通过观察学习找到自己在其领土/领地的角色与位置，

找到跟领土/领地其它对象相处的方法；人和动物通过观察学习识别

来自其领土/领地外的威胁和机遇。 

因此，自我意识学习仍然是一个观察学习，其学习目的是： 

（1）找到自己在领土/领地中的角色与作用； 

（2）识别来自领土/领地外的入侵者； 

（3）识别来自领土/领地外的竞争者； 

（4）识别领土/领地外的合作者； 

（5）识别领土/领地外的可用资源； 

（6）识别领土/领地外的潜在新领地。 
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自我意识学习的实质是基于观察的外界对象分类学习，基本原理

是学习的数学理论。 

 

12.10 自我意识体的层谱抽象认知 

一个自我意识体的层谱抽象认知使得该自我意识体认知自己在

所有可观察对象构成的系统中的层谱抽象及自我意识体在系统层谱

抽象的各个抽象层谱中的存在性、作用、运动、需求和愿望。 

 

定义 12.7（一个自我意识体的层谱抽象认知）给定自我意识体 𝑥，

𝑥 的层谱抽象认知构造如下： 

（1）（𝑥 的观察）假设 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 是 𝑥 观察到的其它自我意

识体 

令 𝑉 = {𝑥, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛}，对𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑉，𝑥 观察是否𝑧1 对𝑧2有影

响力或作用力，如果𝑧1 对𝑧2有影响力或作用力，则构造有向边

 (𝑧1, 𝑧2)，令 𝛦 是所有这种有向边构成的集合，对 (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐸，𝑥  

评估𝑧1 对𝑧2 的影响力因子 𝑓(𝑧1, 𝑧2) > 0。 

令 𝐺0 是如上生成的带边权有向图。 

令 𝐴0 是 𝐺0 的矩阵，于是 𝐴0 是一个非负矩阵。 

（2）（𝑥 的生成策略）𝑥 采用一个生成策略 𝐺 使得 

𝐺(𝐴0) = 𝐴, 

是一个不可约非负矩阵。 

（3）（𝑥 的解码策略）令 𝑇 是 𝑥 采用的 𝐴 的编码树 

（4）（解码信息）𝑥 定义的 𝐴 的编码树 𝑇，从 𝐴 中解码的信

息为： 

𝒟𝑇(𝐴). 

（5）（认知原理）如果解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么存在解码

器 𝐷 使得： 
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𝐷(𝐴; 𝑇) = 𝒳𝑥 , 

这里𝒳𝑥  是自我意识主体 𝑥 在整个系统中的层谱抽象。 

事实上，如果 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么对每一个 𝑧 ∈ 𝑉，存在解码

器𝐷𝑧 使得Dz(A; T) = 𝒳𝓏，这里𝒳𝓏是 𝑥 认知的 𝑧 在整个系统中的层

谱抽象。 

（6）假设 𝑇 是 𝐴 的编码树，而且解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大。 

假设 𝑥 在 𝑇 中的码字为 𝛾，令 𝜆 = 𝛼0 ⊂ 𝛼1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝛼𝑙 = 𝛾 为

 𝑇 中从根节点 𝜆 到叶子节点 𝛾 上的所有节点。 

于是： 

𝒳𝑥 = {𝑇𝛾 = 𝑇𝛼𝑙
⊂ 𝑇𝛼𝑙−1

⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝛼0
= 𝑉}, 

就是 𝑥 在系统中的层谱抽象。 

（7）假设 𝑥 的层谱抽象为： 

𝒳𝑥 = {𝑇𝛾 ⊂ 𝑇𝛼𝑙−1
⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝛼0

= 𝑇𝜆 = 𝑉}. 

于是对每一个 𝑖, 0 ≤ 𝑖 < 𝑙，自我意识主体 𝑥 在 𝑇𝛼𝑖
 中的认知包

括： 

 𝑥 在 𝑇𝛼𝑖
 中的语法； 

 𝑥 在 𝑇𝛼𝑖
 中的语义； 

 𝑥 在 𝑇𝛼𝑖
 中的运动性； 

 𝑥 在 𝑇𝛼𝑖
 中的需求； 

 𝑥 在 𝑇𝛼𝑖
 中的愿望。 

（8）编码树 𝑇 还提供了对每一个 𝑦 ∈ 𝑉\{𝑥}，𝑥 对 𝑦 在系统

中层谱抽象的认知，即 𝑥 认为的 𝑦 的层谱抽象。 

根据 𝑥 对 𝑦 的层谱抽象，𝑥 对 𝑦 在每个模块中的存在性、作

用、运动、需求和愿望有一个猜测、预测和认知。 

 

12.11 自我意识体的认知熵 

给定自我意识主体 𝑥，假设定义 12.7 的概念与术语。 
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定义 12.8（自我意识体的认知熵）𝑥 的认知熵定义为： 

（1）假设 𝑥 在编码树 𝑇 上的码字为 𝛾，则定义 𝑥 的自我认知

熵定义为： 

ℛ𝑥(𝑥) = − ∑ 𝑝𝛼
𝛼

𝜆⊂𝛼⊆𝛾

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑝𝛼

𝛾

𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
. 

（2）给定 𝑦 ∈ 𝑉\{𝑥}，假设 𝛽 是 𝑦 在编码树 𝑇 上的码字，则

定义 𝒙 对 𝒚 的认知熵为： 

ℛ𝑥(𝑦) = − ∑ 𝑝𝛼
𝛼

𝜆⊂𝛼⊆𝛽

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑝𝛼

𝛽

𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 . 

 

12.12 自我意识体的认知信息 

给定自我意识体 𝑥，假设定义 12.7 中的概念与术语。 

定义 12.9（自我意识体的认知信息）𝑥 的自我认知信息定义为： 

（1）令 𝛾 是 𝑥 在编码树 𝑇 上的码字。定义 𝒙 的自我认知信

息为： 

ℐ𝑥(𝑥) = − ∑ 𝑞𝛼
𝛼

𝜆⊂𝛼⊆𝛾

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑞𝛼

𝛾

𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
. 

（2）给定 𝑦 ∈ 𝑉\{𝑥}，假设 𝛽 是 𝑦 在编码树 𝑇 上的码字，则
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定义 𝒙 对 𝒚 的认知信息为： 

ℐ𝑥(𝑦) = − ∑ 𝑞𝛼
𝛼

𝜆⊂𝛼⊆𝛽

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑞𝛼

𝛽

𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 . 

 

定义 12.8 中的认知熵和定义 12.9 中的认知信息提供了 𝑥 对自

身和其它自我意识体关系的推理的基础。 

 

12.13 自我意识体的内结构熵 

定义 12.10（内结构熵）给定自我意识体 𝑥，假设定义 12.7，令

 𝛾 是 𝑥 在编码树 𝑇 上的码字。定义 𝒙 的内结构熵为： 

ℋ𝑖(𝑥) = − ∑ 𝑝𝛼
𝛼

𝜆⊂𝛼⊆𝛾

𝑙𝑜𝑔
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑝𝛼

𝛾

𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
. 

 

12.14 自我意识体的外结构熵 

定义 12.11（外结构熵）给定自我意识体 𝑥，假设定义 12.7，令

 𝛾 是 𝑥 在编码树 𝑇 上的码字。定义 𝑥 的外结构熵为： 

ℋ𝑜(𝑥) = − ∑ 𝑝𝛼
𝛼

𝛼⊈𝛾

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑝𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑇\{𝛼|𝛼⊈𝛾}

 . 
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12.15 自我意识体的外解码信息 

定义 12.12（外解码信息）给定自我信息体 𝑥，假设定义 12.7，

令 𝛾 是 𝑥 在编码树 𝑇 上的码字。定义 𝑥 的外解码信息为： 

𝒟𝑜(𝑥) = − ∑ 𝑞𝛼
𝛼

𝛼⊈𝛾

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑇\{𝛼|𝛼⊈𝛾}

 . 

 

自我意识体 𝑥 的外解码信息度量了自我意识体 𝑥 对除自身以

外的其它自我意识体的解码信息的认知。 

 

12.16 自我意识体的层谱抽象感知 

一个自我意识体本身就是一个内部在运动的复杂系统。一个自我

意识体的自我感知就是对自身系统的感知以及对自身系统层谱抽象

的感知。 

 

定义 12.13（层谱抽象感知）给定自我意识体 𝑥，𝑥 的层谱抽象

感知如下进行： 

（1）（初始系统感知）感知自身系统的个体及个体之间的直接关

系；感知一个初始信息系统 𝐴0，它是一个非负矩阵。 

（2）（生成策略） 𝑥 采用一个生成策略 𝐺，基于 𝐴0 生成信息

系统 𝐴，即：𝐺(𝐴0) = 𝐴，这里 𝐴 是一个不可约非负矩阵，称 𝐴 为

自我意识体 𝑥 的感知系统。 

（3）（解码策略）𝑥 感知一个 𝐴 的编码树 𝑇，即 𝐴 的一个层

谱抽象策略。 

（4）（解码信息）编码树 𝑇 从信息系统 𝐴 的解码信息为 𝒟𝑇(𝐴)。 
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（5）（感知原理）如果 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么 𝑇 就是 𝑥 对自身

系统的层谱抽象感知。 

（6）如果 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么对每一个 𝛼，𝑇𝛼 就是 𝑥 自身系

统的一个功能模块，满足条件： 

 𝑇𝛼 有一个语法 𝑠𝑦𝑛(𝑇𝛼) 

 𝑇𝛼 有一个语义 𝑠𝑒𝑚(𝑇𝛼) 

 𝑇𝛼 有一个运动性 𝑚𝑜𝑡(𝑇𝛼) 

 𝑇𝛼 有一个需求 𝑟𝑒𝑞(𝑇𝛼) 

 𝑇𝛼 有一个愿望 𝑑𝑒𝑠(𝑇𝛼) 

 

给定自我意识体 𝑥，假设定义 12.13， 

定义 12.14（感知熵）定义 𝑥 的感知熵为： 

𝒫(𝑥) = − ∑ 𝑝𝛼

𝛼∈𝑇
𝛼≠𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑝𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
.

𝑇

 

 

定义 12.15（感知信息）定义 𝑥 的感知信息为: 

ℐ(𝑥) = − ∑ 𝑞𝛼

𝛼∈𝑇
𝛼≠𝜆

log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
 

= − ∫ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−𝑇

 . 

 

一个自我意识体 𝑥 的感知信息 ℐ(𝑥) 直观上可以解释为自我意

识体 𝑥 对自身系统的解码信息，即自身系统消除的不确定性的量的

感知。 
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12.17 自我意识理论总结 

本章建立了自我意识的基本原理，包括： 

（1）一个自我意识体有一个先验感知模型； 

（2）一个自我意识体的先验感知模型是一个层谱抽象策略； 

（3）一个自我意识体对自身系统及自身系统的层谱抽象有一个

感知，称为层谱抽象感知； 

（4）一个自我意识体对自身系统有一个可度量的感知熵； 

（5）一个自我意识体对自身系统有一个可度量的感知信息； 

（6）一个自我意识体对环境中的其它自我意识体以及自我意识

体系统有一个认知； 

（7）一个自我意识体对自身及其它自我意识体的层谱抽象有一

个认知。 

（8）一个自我意识体对自身及其它自我意识体有一个可度量的

认知熵； 

（9）一个自我意识体对自身及其它自我意识体有一个可度量的

认知信息； 

（10）一个自我意识体的自我意识学习是一个对外界的观察学习，

目的是判断、识别和预测：潜在合作者、竞争者和入侵者。 

这些基本原理奠定了自我意识数学理论的基础。 

自我意识理论的主要未解决问题是：自我意识是怎样生成的？自

我意识的生成原理是什么？ 

自我意识理论是比学习理论更困难的理论。自我意识是一个非常

困难的概念。人的经验也表明：认知自我可能比认知外部世界更难。 

本章解决的问题只是自我意识是什么？包括些什么内容？怎样

表示？有什么意义？等。本章理论的核心是揭示了自我意识的数学实

质。自我意识包括： 
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 对自身的层谱抽象感知， 

 对来自外部世界的确定性和不确定性的认知， 

 对来自外部的确定性和不确定性对自身是有利还是有害的认

知、判断、识别和预测等。 

本章的理论没有尝试去回答：自我意识是怎样生成的？这个问题

已经涉及到生命科学的重大科学问题：生命是怎样生成的？ 
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第 13 章 博弈/谋算理论 

现实世界充满了矛盾、竞争、对抗、冲突与战争。因此，矛盾、

竞争、对抗、冲突与战争是现实世界的基本现象。这些基本现象背后

的深层逻辑是什么？这些基本现象的基本原理和规律是什么？博弈/

谋算理论致力于回答这些问题。 

现实世界的每一个对象都有其存在性，起着一个作用，具有特定

形式的运动性。然而一个对象的存在性、作用和运动背后的原因是什

么？博弈/谋算理论将揭示：一个对象的存在性、作用和运动背后的原

因正是现实世界的博弈；博弈就是一个对象的存在性、作用和运动性

背后的原因；博弈定义了一个对象的存在性、作用和运动性。 

 

13.1 博弈的基本定义 

定义 13.1（博弈策略）一个博弈策略是一个自我意识体采取的一

个动作或操作，使得该动作或操作显示地或隐含地针对其它自我意识

体。 

 

根据定义 13.1，一个博弈策略满足条件： 

（1）有一个自我意识主体 𝑥； 

（2）博弈策略是主体 𝑥 的动作或操作，记为 𝑎； 

（3）动作 𝑎 可能显示地针对一些自我意识体，例如 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛； 

（4）动作 𝑎 还可能隐含地针对另外一些自我意识体，例如

𝑧1, 𝑧2 ⋯ , 𝑧𝑚 等。 

（5）一个自我意识体 𝑥 采取的动作 𝑎 也可能不针对（显示地

或隐含地）任何其它自我意识体，这时动作 𝑎 是自我意识体 𝑥 的自

主策略。 

定义 13.1 揭示了： 

（1）博弈策略的实质是一个自我意识体的一个动作或操作，它
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没有什么复杂的； 

（2）博弈策略是有向的，即一个自我意识体𝑥针对其它自我意识

体的； 

（3）博弈策略的有向边，即针对性可能是显示的，也可能是隐

含的。 

（4）自我意识体 𝑥 可能认为它的动作 𝑎 不针对任何其它自我

意识体，但是有些自我意识体 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛等可能认为 𝑥 的动作 𝑎 

针对了它们； 

（5）自我意识体 𝑥 可能认为它的动作 𝑎 是针对 𝑦 的，但 𝑦 

不认为动作 𝑎 是针对它的； 

（6）自我意识体 𝑥 的动作 𝑎 可能真实地为针对另一个自我意

识体 𝑦，但 𝑥 不承认是针对 𝑦 的； 

（7）一个博弈策略可能是任意的动作或操作，可以是军事、政

治、外交、经济、立法等动作。 

因此，对一个博弈策略的理解取决于各个自我意识体。博弈策略

本身是一个自我意识体的一个动作或操作，然而这个动作或操作的作

用每个自我意识体都会有它自己的理解。而其它自我意识体又根据它

自己的理解采取新的策略。 

 

定义 13.2（博弈）一个博弈就是一系列博弈策略构成的系统。 

 

现实世界的博弈是一个几乎所有玩家或自我意识体都参与的博

弈系统。 

博弈系统的结局定义了每一个自我意识体的存在性、作用和运动

性。 

一个博弈系统的参与者是几乎所有自我意识体。然而博弈系统中

的真实玩家只是少数几个，因此博弈系统的博弈就是围绕着少数几个
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真实的自我意识体开展的。 

博弈的典型代表是两个主要对抗体，以及一些对博弈局势有影响

的自我意识体和大量的其它自我意识体。 

 

13.2 竞争定律 

竞争定律Ⅰ 

很多个对象的运动和相互作用产生了不确定性；不确定性产生了

竞争。 

 

因此竞争是现实世界的基本现象，竞争是一个基本的科学概念。 

 

竞争定律Ⅱ 

现实世界的每一个对象都有一个潜在要求：保持其存在性、保持

其存在形式与存在状态、保持其作用、保持其运动性。 

 

生存要求是现实世界对象的首要法则。 

 

竞争定律Ⅲ 

获胜、获利是每一个自我意识体在竞争中的原则。 

 

在竞争中的失败可能意味着一个自我意识体被消灭、或被征服，

从而丧失了其作为自我意识体的存在性。 

因此，在竞争中，每一个自我意识体都要求获胜，并且利用获胜

获得利益。 

 

竞争定律Ⅳ 

敌人是不会甘心失败的，如果敌人有力量是一定会释放的；没有
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一个自我意识体会甘心失败，除非它已经没有任何能力。 

 

现实世界的竞争太残酷，失败可能意味着生存受到威胁，作用受

到限制，运动受到制约等。因此没有一个自我意识体甘愿牺牲自己的

存在性、作用和运动性，除非已经无能为力，只能听任其它自我意识

体安排。 

 

竞争定律Ⅴ 

战争的唯一规则就是没有规则。 

 

现实世界的战争是生死之战，保存自己、消灭敌人是基本的生死

之道。 

 

13.3 现实世界博弈的可能结局 

现实世界的博弈是自我意识体之间的竞争、对抗、冲突与战争，

是为了生存与发展的力量、意志和智慧的全面、系统的体系对抗博弈。 

 

定义 13.3（博弈的可能结局）现实世界自我意识体之间博弈的可

能结局(possible outcomes)是： 

（1）获胜而且获利； 

（2）获胜但损失太大而没有获利 

（3）共存 

（4）失败而被征服 

（5）失败而被消灭 

（6）博弈的双方都损失太大，没有力量主导博弈结局，从而双

方都失败了。 
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理解定义 13.3 如下： 

（1）可能结局（1）：获胜而且获利 

指一方全胜或大胜，而另一方大败从而可以从失败方获得重大利

益，而且可以通过大胜从其它第三方获利； 

（2）可能结局（2）：获胜而没有获利 

指一方最终获胜，但由于投入太大、损失太大，获胜以后已经没

有能力主导战争结局从而不能维护自己的利益，没有从获胜中获得重

大利益； 

（3）共存 

博弈的双方都实际上没有全力投入，没有置对手于死地，从而维

持相对稳定的共存状态。 

任何一方都没有被征服、没有被消灭，也没有重大损失。 

可能结局（3）只有在实际上没有发生生死大战的情况下才有可

能。 

（4）可能结局（4）：失败而被征服 

一方失败了而且被征服了，失败方或者从此以后就没有机会重新

确立作为独立的自我意识体；或者伪装起来等待机遇，重新确立作为

自我意识体的存在性。 

（5）可能结局（5）：失败而且被消灭 

一方失败了而且主体力量被消灭了，从而作为一个独立的自我意

思体已经被消灭。 

（6）可能结局（6）：双输 

博弈双方中任何一方在博弈结束后，就已经丧失能力主导博弈结

局，这时必然是某个第三方获胜、获利了，对抗博弈的双方都作为被

安排的对象，从而双方都成为失败者。（现实世界的博弈中，有可能

什么也没做的一方是最后的获胜、获利者。） 
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13.4 博弈的系统原理 

命题 13.1（博弈的系统原理）现实世界的博弈满足一系列基本性

质： 

（1）每一个自我意识体 𝑥 对自身有一个层谱抽象感知，有一个

层谱抽象认知； 

（2）每个自我意识体 𝑥 对每一个其它自我意识体 𝑦 有一个层

谱抽象认知； 

（3）每一个自我意识体对所有自我意识体构成的系统有一个层

谱抽象认知； 

（4）每一个自我意识体对现实的物理世界有一个层谱抽象认知； 

（5）每一个自我意识体对自己和对每一个其它自我意识体有一

个基本原则以确定其策略； 

（6）每一个自我意识体基于对自己和外界的认知，采取策略以

巩固和加强自身的存在性、作用、运动性和利益； 

（7）所有玩家（自我意识体）及其它们之间的博弈构成了一个

博弈系统； 

（8）每一个玩家的最终存在性、作用和运动性是由整个博弈系

统的结局来决定的； 

（9）每一个玩家的风险、代价和利益都嵌入在所有玩家构成的

博弈系统中。因此，每一个玩家的成败都由博弈系统演化的结局来决

定。 

（10）每一个玩家，比如 𝑥，都会针对其它玩家之间的博弈，例

如 𝑦 对 𝑧的博弈来采取策略以使得 𝑦 对 𝑧 的博弈成为 𝑥 可利用

的机遇。 

 

命题 13.1 中的博弈的系统原理揭示了：现实世界博弈是一个博

弈系统；现实世界博弈的规律就是博弈系统的规律。 
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因此，现实世界的博弈原理，本质上来说是一个特殊的复杂系统

的科学原理。 

 

13.5 现实世界博弈的基本规律 

根据命题 13.1，现实世界博弈是一个复杂的博弈系统。 

现实世界博弈是一个科学现象，因此，现实世界博弈是有规律的。

现实世界博弈的规律正是人类文明进程的规律。 

 

博弈定律 

现实世界博弈的获胜者是未来；未来世界的推动者、领导者必将

是获胜者、获利者。 

 

人的愿望就是人努力的方向，大多数人的愿望收敛的方向就是未

来的方向。直观地说，现实世界博弈的结局必然是人心所向的结局。

原因是：每一个自我意识体都希望获胜、获利。博弈最终结局就是大

多数自我意识体都认为它赢了。 

人类历史的总趋势也反复证明：最终必然是大多数自我意识体赢

了，获得更大存在性、起到更大作用、获得更大运动性、满足了更大

需求和愿望。 

 

13.6 孙子模型 

现实世界博弈一直是人类面临的重大课题，每个时代有每个时代

的时代特征。然而 2500 多年以前，中国科学和军事科学祖师孙武就

已经提出了现实世界博弈的基本模型。 

 

定义 13.4（孙子模型）一个自我意识体或玩家，在现实世界的博

弈按如下步骤进行： 
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1.（知彼）（观察）学习 

（1）对手的层谱抽象认知，包括对手的力量系统、力量组织、

战略、战术、策略、民心民意、是否上下同心、国家意志和人民愿望

是否一致，对手的起源、历史、文明、文化、现状，对手在现实世界

所起的作用和影响力，对手的行为规律等； 

（2）战场环境，地理、地形、地貌、时间、季节天气变化规律

等； 

（3）对手的朋友的层谱抽象认知； 

（4）对手的敌人的战略、策略等； 

（5）其他玩家的力量、战略、策略、态度和潜在行动等； 

（6）自己的其他对手或竞争者的层谱抽象认知，战略、战术、

策略、态度、可能反应的时间与时机等； 

（7）自己朋友的战略、策略、战术、态度等。 

2.（知已）自我意识学习 

（1）通过学习对自身力量结构、力量组织、战略、策略、存在

性、作用和运动，自身的优势与不足等； 

（2）对自己的所有潜在对手的博弈了解； 

（3）对自己和潜在竞争者博弈的了解。 

3.（博弈设计）战争设计 

4.（决策）对博弈策略做出决策 

5.（行动）执行博弈策略 

6.（收益评估）对博弈策略执行的系统评估 

 

孙子模型揭示了现实世界的一个博弈策略实际上是一个由六个

步骤构成的模型。 

孙子模型的第一步是学习，第二部是自我意识学习。因此，现实

世界的博弈首先是一个学习问题，包括（观察）学习和自我意识学习。 
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孙子模型的第 3 步博弈设计是在（观察）学习和自我意识学习基础上

的趋利避害的策略设计。 

信息科学研究确定性和不确定性，以及确定性和不确定性之间转

化的规律；学习回答了确定性、不确定性及确定性和不确定性之间相

互转化的语义；自我意识理论回答了一个自我意识体对确定性、不确

定性及确定性和不确定性之间相互转化对自身是有利还是有害的问

题；博弈/谋算就是基于学习和自我意识学习，根据来自外界的确定性

和不确定性，及确定性和不确定性之间相互转化对自身是有利还是有

害所采取的策略。 

因此，孙子模型中第 3 步博弈设计的原理就是： 

（1）对有利的确定性，采取策略巩固和加强这个确定性； 

（2）对不利的确定性，采取策略使其转化为有利的确定性或者

转化为不确定性，或者转化为对敌有害的确定性； 

（3）对自己有利的不确定性，采取策略维护或加强这个不确定

性，或者转化为对敌有害的确定性或者不确定性； 

（4）对自己有害的不确定性，采取策略转化为对自己有利的确

定性，或者转化为对敌有害的不确定性或者确定性； 

因此，博弈策略也是确定性和不确定性转化的策略。 

确定性和不确定性转化的策略是信息科学策略，从不确定性到对

敌人有利的确定性，采取策略转化为对敌有害的确定性或对敌的不确

定性或对己有利的确定性或者不确定性。 

（5）对敌人有害的确定性，采取策略巩固、或加强为对敌有害

的确定性或转化为对已有利的确定性； 

（6）对敌人有利的不确定性，采取策略转化为对敌有害的确定

性或对已有利的确定性； 

（7）对敌有害的不确定性，采取策略转化为对敌有害的确定性

或对已有利的确定性等。 
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从不确定性到确定性转化的策略称为解码策略，从确定性到不确

定性转化的策略称为生成策略。 

博弈策略也是信息科学策略，所不同的是采取的策略要对已有利，

对敌有害。 

因此，博弈策略本质上是信息科学策略，从而，现实世界的博弈

是一个信息科学问题。这就是为什么可以基于信息科学原理建立现实

世界博弈的数学理论的原因。 

现实世界的博弈也是人类最高水平的智力活动。因此博弈原理是

人类智能的原理，当然也是人工智能的原理。 

孙子模型的前 3 步： 

（1）学习 

（2）自我意识学习 

（3）博弈/谋算 

体现了人类智能的完整体系。因此，学习的数学理论、自我意识

的数学理论和博弈/谋算理论恰好构成了人工智能的完整的理论体系。 

现实世界的博弈首先是个科学问题，由孙子模型的前 3 步完成；

其次是个技术问题；孙子模型第 4 步决策是科学原理的艺术，实现科

学与艺术的结合；孙子模型的第 5 步是个工程实施的问题；第 6 步是

科学技术与工程相结合的验证步骤。 

本章的博弈/谋算理论就是孙子模型的数学理论。 

2500 多年以前的孙子模型还是 21 世纪破解人工智能科学原理的

关键一招，这是中华文明和中国科学对 21 世纪科学技术和人类文明

进步的历史性、决定性的伟大贡献。 

 

13.7 孙子兵法的核心科学思想：谋算 

孙子兵法是以孙子模型为原则的博弈原理。孙子兵法的核心科学

思想是：谋算。 
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然而，一直以来没有一个“谋算”的数学定义，历史上只有少数

几个人理解了“谋算”的实质和要意。这严重制约着人们对孙子科学

思想的理解。 

直观地说，谋算指： 

（1）谋： 层谱抽象 

 谋全局； 

 全局、全时的确定性和不确定性认知； 

 直觉推理； 

 全局设计； 

 编码，信息科学概念； 

 数学实质：层谱抽象； 

（2）算：分而治之 

 精确计算； 

 算局部； 

 逻辑推理； 

 计算与推理，计算机科学概念； 

 数学实质：分而治之。 

 

定义 13.5（谋算）谋算的定义如下： 

（1）谋的数学实质是：层谱抽象。 

（2）算的数学实质是：分而治之； 

（3）谋算的实质是： 

 层谱抽象与分而治之相结合； 

 直觉推理与逻辑推理相结合； 

 信息与计算相结合。 

（4）谋算博弈如下进行： 

 谋定、确保自身的确定性和安全性； 
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 谋定全局、全时的确定性； 

 设计必胜的局部博弈策略； 

 在自身安全及全局确定的前提下迅速采取局部博弈策略，获

胜、获利。 

 

“势”与“时”是现实世界博弈结局的决定因素。然而对全局、

全时的势与时的获取，数据不完整、或者数据还没有出来，不可能采

取“算”的策略。对此，只能采取“谋”的策略。谋要求全局、全时

的规律揭示，这是学习要解决的问题。谋就是基于规律的全局、全时

设计与引领，是全局、全时的层谱抽象和规律揭示。 

没有一个玩家可以保证在全局的高度不确定性中能获胜、获利。

因此博弈的动作只能在全局、全时的确定性下的局部行动才有可能执

行。 

“算”就是分而治之、设计局部的必胜策略，等待敌人犯下致命

错误，一举战胜敌人，获胜、获利。 

谋算的实质是实现先胜而后战，而不是，战而求胜。历史的规律

总是这样，只有先胜而后战的战争才是必胜策略。这是孙子兵法的论

断。孙子兵法的基本结论是，不败可以由自己来决定，做好自己，让

敌人找不到获胜的机会；然而，胜则需要两个条件：（i）自己做好，

（ii）敌人犯错，并利用敌人的错误而战胜敌人。敌人不犯错是很难

战胜它的。一个玩家，哪怕是力量小，只要知道自己力量小，会避战，

也有生存空间。 

 

定义 13.5 揭示了： 

（1）信息科学与计算科学是可以结合的； 

（2）谋算的实质就是推理，包括直觉推理、逻辑推理和直觉推

理与逻辑推理相结合； 
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（3）层谱抽象（谋）和分而治之（算）是现实世界博弈的两大方

法论； 

（4）第九章和第十章的信息科学原理和孙子兵法的科学思想是

一致的； 

（5）正是谋算的科学思想使得孙子兵法成为 2500 多年以来一直

的科学经典； 

（6）信息科学的数学原理建立了谋算的数学理论。 

 

13.8 博弈中的学习 

现实世界中学习的首要目标是： 

（1）识别合作者 

（2）识别竞争者 

（3）识别入侵者 

（4）了解每一个邻近玩家 

（5）了解每一个玩家 

（6）了解全局局势与趋势 

（7）了解物理世界基本规律 

以国家为例，每一个玩家都有它自己的历史、文化、文明、人口、

资源、力量、现状、战略、策略，在全局局势中所起的作用等。 

竞争是一个基本现象，每一个自我意识对象都有一个基本需求：

在竞争中获胜、获利。 

 

命题 13.1 任何两个自我意识体必然有差异、有矛盾、有竞争，

也必然有利益一致的地方。 

 

因为每一个自我意识体有自己的自我认知模型、自我感知模型。

因此，原则上说，任何两个自我意识体都是一对纠缠关系。 
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现实世界中，也总有一些玩家靠征服、掠夺其它玩家来实现自己

的利益。这样的玩家就是侵略性基因玩家。一旦一个侵略性基因玩家

盯上一个玩家，或者以“盟友”的方式，或者是以“敌人”的方式，

这就决定了被盯上的玩家就是侵略性基因玩家的侵略对象，消灭的对

象。 

一个玩家如果有入侵者而又不能识别或者没有能力抵御入侵者，

那么它终归要被入侵者征服或被消灭。 

识别入侵者，防范或抵御入侵者是一个玩家保持其作为自我意识

体的前提条件。 

因此，识别入侵者是一个自我意识体的生成法则。 

相邻的两个玩家，彼此都有重大影响，通常都会有矛盾和冲突，

又都有互相依赖的关系。冲突也经常发生在相邻的两个国家。 

相邻的两个国家如果相互视为仇敌对双方都是沉重的负担与代

价，而且几乎不会有战略利益、相邻的两个国家又是命运与共的，一

国遭到入侵，意味着另一国也危险了。一国出问题也可能同时影响到

另一国。 

以国家为例，每一个国家都是世界上的一个主体，都有一个在世

界局势中的层谱抽象，都有在每一个抽象层谱的存在性和作用的自我

认知。因此，国家之间都会有在某个抽象层谱上的认知差异，认知差

异也会成为国家之间相互竞争的原因。 

因此，原则上来说，对一个国家来说，很多其它国家都是在某些

抽象层谱的竞争者。国家之间，一般地说，原则上任何两个自我意识

体都会有竞争。 

对于竞争者来说，关键是识别竞争的矛盾、冲突点是什么？如果

一方视另一方的存在性为一种威胁，那么这种竞争就变成了侵略与反

侵略的关系了。如果相互承认对方的存在性，那么竞争就是理性的竞

争。判断是否是理性竞争关键是看是否尊重对方的存在性。如何 A 方
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不尊重 B 方的存在性，那么 A 方对 B 方来说就是征服者、入侵者。 

如果两个自我意识体互相尊重而且有重大资源互补，那么这两个

自我意识体有合作的需求，有可能结成合作关系。合作关系如果以一

方利用或欺骗另一方进行，那么合作就有可能变成竞争、矛盾、冲突，

或一方对另一方的征服与入侵。 

因此，入侵者、竞争者和合作者本身也是在动态变化的。 

识别入侵者、竞争者和合作者，并找到分别的应对策略对一个自

我意识体的生存与发展都是至关重要的；任何一个错误都可能造成致

命的后果，没有识别和抵御入侵者，有可能被征服、被消灭，没有识

别一个竞争者可能遭受利益损害，识别错误一个合作者，有可能遭到

欺骗，进而被征服或被消灭。 

博弈中学习的实质是： 

 

定义 13.6 （学习—知彼）一个自我意识体，即一个博弈中的玩

家，按如下模型学习外部世界： 

（1）（观察）观察每一个玩家，提取每一个玩家的语法、语义、

作用、运动、特征、特性等一切跟博弈相关的重要属性，观察一个玩

家对另一个玩家的直接关系，即影响力。观察所有玩家构成的初始信

息系统 𝐴0； 

（2）（生成策略）采取一个生成策略 𝐺，作用于 𝐴0 生成信息系

统 𝐴，使得 𝐴 是一个不可约非负矩阵； 

（3）（解码策略）找一个信息系统 𝐴 的层谱抽象策略，即编码

树 𝑇； 

（4）（解码信息）度量解码策略  𝑇 从 𝐴 中解码的信息，即

 𝒟𝑇(𝐴)； 

（5）（博弈原理） 如果 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么存在解码器 𝐷 使

得：𝐷(𝐴; 𝑇) 可以解码出每一个玩家的层谱抽象，从而理解每一个玩
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家的力量、组织、策略、战略、敌人、特征等性质，达到知道所有其

它玩家的目的。 

 

（观察）学习要回答如下问题： 

1.潜在入侵者 

每一个潜在入侵者的力量、组织、力量源泉、特性、特征、存在

性、存在条件、在所有可能地方所起的作用、目标、目的、策略、战

略等； 

2.竞争者 

每一个竞争者的起源、存在性、存在空间、存在条件，在各个抽

象层谱所起的作用以及起作用的条件等； 

3.潜在合作者 

每一个潜在合作者的存在性、作用和运动属性，合作的边界、合

作的利益、合作的条件以及合作失败的风险防范等。 

在现实世界的残酷博弈中，只有自身力量是可靠的保障。获胜、

获利者会有更多合作者，甚至会有一些玩家牺牲自己来依靠获胜、获

利者。 

4.近邻玩家 

了解每一个近邻玩家的存在性、存在条件、在各个抽象层谱所起

的作用、战略、策略、目标、目的。防止近邻成为死敌。任何一个玩

家，如果有近邻成为死敌将永远成为一个身边的炸弹，一个死敌近邻

就是一个玩家的癌症或者病毒。 

一般地说，学习解决自己是如何看世界的？自己看到的世界是怎

样的世界。 

 

13.9 博弈中的自我意识学习 

自我意识学习要回答： 
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（1）自己是谁？从哪里来？目的、目标是什么？ 

（2）了解每一个其它玩家是怎样看自己的？每一个其它玩家把

自己看成什么？每一个其它玩家对待自己的策略是什么？ 

（3）了解世界是怎样看自己的？即自己在世界上其它玩家的观

察学习中是什么？ 

（4）自己给自己设定的角色跟世界上其它玩家对自己的定义是

否一致？ 

（5）知道自己的层谱抽象 

（6）知道自己在各个抽象层谱的存在性、作用和运动性 

（7）知道自身系统的层谱抽象等。 

以上问题的答案嵌入在自我意识体和其它对象相互作用的系统

中，构造这个信息系统及解码这个信息系统将回答以上问题。 

总结起来，博弈中的学习和自我意识学习都是一个层谱抽象策略。 

 

13.10 力量的系统生成原理 

现实世界博弈的基础是力量。博弈中一个玩家的力量是怎样生成

的？ 

定义 13.7（力量的系统生成原理）现实世界博弈中一个玩家的力

量是由相互支援的力量单元构成的力量系统以及力量系统的层谱抽

象，即力量编程或力量组织编码编程，也即力量系统的编码树生成的。 

 

怎样度量一个系统的结构力？ 

定义 13.8（结构力）给定一个力量系统 𝐴，假设 𝐴 是一个不可

约非负矩阵， 

（1）给定 𝐴 的编码树 𝑇，定义 𝑇 在 𝐴 中的结构力为： 

ℱ𝑇(𝐴) = − ∑ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
𝛼

𝛼≠𝜆
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= − ∫ 𝑞𝛼 log
𝑉𝛼

𝑉𝛼−
.

𝑇

 

（2）定义 𝐴 的结构力为： 

ℱ(𝐴) = 𝑚𝑎𝑥
𝑇

{ℱ𝑇(𝐴)}, 

这里 𝑇 是 𝐴 的一个编码树。 

 

根据定义 13.8，我们用一个系统的解码信息度量该系统的结构力。

一个系统的解码信息就是该系统在一个编码树，即编码编程下所能消

除的最大不确定性。消除的不确定性可以理解为系统所释放的能量，

能量的释放就是力量。 

定义 13.7 的力量生成原理揭示了增强力量的方法有两个机理： 

（1）生成力量系统，即有更多力量单元组成的互相支援的系统； 

（2）力量系统的优化组织，即力量系统层谱抽象的优化策略。 

直观上很容易理解，即体系的力量取决于力量单元的数量、力量

单元是否互相支援，以及所有力量是否优化编程以构成体系的战斗力。 

定义 13.8 直观上度量了一个系统在某种编程下的战力，以及一

个系统在最优编程下的力量。系统生成原理揭示了一个玩家提升战斗

力的基本方法与原理。 

 

13.11 威胁度量 

现实世界博弈中的一个行动是两个结构之间的对抗，其基本概念

是威胁。 

直观地说，威胁就是遭受打击所造成的不确定性。 
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据此，我们有: 

定义 13.9（威胁）给定结构 𝑋 和结构 𝑌，假设： 

（1）𝑝(𝑋, 𝑌) 是 𝑋 攻击 𝑌 的概率 

（2）𝑣𝑜𝑙(𝑋) 是 𝑋 的体积 

（3）𝑣𝑜𝑙(𝑌) 是 𝑌 的体积 

定义 𝑋 对 𝑌 的威胁为： 

𝑇(𝑋, 𝑌) = −𝑝(𝑋, 𝑌) log
𝑣𝑜𝑙(𝑌)

𝑣𝑜𝑙(𝑋)
 . 

根据定义 13.9，我们有： 

（1）如果 𝑝(𝑋, 𝑌) = 0，即 𝑋 攻击 𝑌 的概率为 0，那么 𝑋 对

 𝑌 的威胁为 0； 

（2）如果 𝑝(𝑋, 𝑌) > 0，而且 𝑣𝑜𝑙(𝑌) < 𝑣𝑜𝑙(𝑋)，那么 𝑇(𝑋, 𝑌) >

0 

直观地说，如果 𝑋 的力量比 𝑌 强大，而且 𝑋 打击 𝑌 的概率

大于 0，那么 𝑋 对 𝑌 的威胁是真实的。 

（3）如果 𝑝(𝑋, 𝑌) > 0，而且 𝑣𝑜𝑙(𝑌) > 𝑣𝑜𝑙(𝑋)，那么 𝑇(𝑋, 𝑌) <0，

在这种情况下，𝑋 比 𝑌 弱小，如果 𝑋 可能打击 𝑌，这时 𝑋 对 𝑌 

的攻击给 𝑌 造成的不是不确定性，而且确定性，即 𝑌 取得对 𝑋 优

势的机会。 

这实际上说明，弱小的一方攻击强大的一方实质上就是给对手提

供一次取胜、获利的机会。 

定义 13.9 提供了分析体系对抗的一些基本原理。 
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在现实世界中，对抗双方的结构 𝑋 和 𝑌 都是虚虚实实，真真假

假的，这是分析现实世界对抗博弈的困难所在。 

因此，现实世界的博弈首先要知道对手和自己真实的力量结构。 

 

13.12 必胜策略原理 

现实世界博弈中，存在必胜策略。 

定义 13.10（必胜策略原理）现实世界博弈中，存在必胜策略；

非对称策略是现实世界博弈的必胜策略。 

 

例子：非对称必胜策略 

（1）高层抽象对低层抽象的非对称性必胜策略 

（2）信息非对称性必胜策略 

（3）结构非对称性必胜策略 

（4）高维结构对低维结构的非对称性必胜策略 

（5）防御对进攻的非对称性必胜策略 

（6）永久存在对移动存在的非对称性必胜策略等。 

现实世界的博弈中，有很多种非对称优势策略。现实世界的博弈

中，大多数的取胜都是非对称优势的获胜；没有非对称优势而能获胜

的唯一可能就是敌人犯了致命错误，这时对敌的非对称优势来自于敌

人所犯的致命错误。所以，敌人犯致命错误本身也是取得非对称优势

的策略。 

在各种非对称性必胜策略中，又分不同类型的非对称性必胜策略。
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非对称优势也分在什么抽象层谱的非对称优势。粗略地来说，可以分

为：战略层级的非对称优势；战役级的非对称性优势；战术级的非对

称性优势。 

战略级的非对称性优势又需要若干战役级非对称性优势来支撑；

战役级非对称性优势又需要若干战术级非对称性优势策略来支撑。高

明、智慧的玩家总是不断创造各个抽象层谱的非对称性必胜策略。现

实世界博弈中的“谋”也在于能把敌人的一个非对称优势变为己方更

高抽象层谱的非对称优势，例如把敌人一个局部的非对称优势变为敌

人更大的陷阱，实现在更高抽象层谱的非对称必胜策略。 

现实世界博弈中的被征服者、被消灭者，通常都是自己犯了致命

性错误，而被入侵者放大利用。 

现实世界的博弈中，通常情况下，只要自己不犯错就能找到生存

机会与生成空间。 

高明的玩家总是使自身立于不败之地，不断地强大自己，等待敌

人出现致命错误，对敌脆弱的地方致命一击，消除敌人威胁。 

 

13.13 博弈策略的信息科学原理 

一个博弈策略是一个玩家所采取的动作或操作。 

针对对手的博弈有很多策略。怎样选择一个策略？选择策略有什

么原理？ 

 

定义 13.11（博弈策略的信息科学原理）博弈策略的信息原理是： 
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（1）极大化敌不确性原理 

（2）极小化己不确定性原理 

根据孙子模型，博弈的首要问题是学习和自我意识学习，如果一

个策略增大了敌方学习和自我意识学习的困难，或减小了己方学习和

自我意识学习的困难，就是一个有效策略。如果一个玩家主要的策略

都是极大化敌人不确定性或极小化己方不确定性，必然总能产生己方

对敌方的非对称优势必胜策略。 

 

13.14 博弈策略的数理原理 

对抗博弈是博弈双方力量体系的对抗。根据力量的系统生成原理，

博弈策略有一个数理原理。 

 

定义 13.12（博弈策略的数理原理）博弈策略的数理原理是： 

（1）极小化敌方结构力 

（2）极大化己方结构力 

 

数理世界的科学范式是分而治之，现实世界的对抗博弈也是物理

世界的体系对抗。 

一个博弈策略是博弈中一方所采取的动作或操作。如果一个策略

使敌人的结构力变小或者使己方的结构力增大都是有效的博弈策略。 

一个策略的执行肯定也是要付出代价的。如果一个有限代价的策

略极小化敌结构力或者极大化己方结构力则是一个优化的博弈策略。 
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如果一个玩家在主要的博弈中都遵循博弈策略的数理原理，则必

然的结果就是几乎总能取得对敌方的非对称优势必胜策略。 

13.15 博弈设计原理 

定义 13.13（博弈策略）现实世界博弈的策略分为： 

（1）（信息科学策略）信息科学策略 

 层谱抽象 

 直觉推理 

（2）（数理策略）数理科学策略 

 分而治之 

 逻辑推理 

 

“谋算”这一孙子兵法的核心是： 

 “谋”— 层谱抽象、直觉推理 

 “算”— 分而治之、逻辑推理 

信息科学策略的关键是层谱抽象，数理科学策略的关键是分而治

之。 

因此，谋算的实质是：层谱抽象与分而治之相结合，即： 

 

谋算=层谱抽象+分而治之 

 

定义 13.14（博弈设计原理）博弈设计原理包括： 

（1）信息原理（定义 13.11） 
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（2）数理原理（定义 13.12） 

 

第九章的信息定律和第十章的信息的数学理论已经数学地实现

了信息科学策略。通常的数学已经实现了博弈的数理原理。因此博弈

策略是可以数学地实现的。 

定义 13.14 的博弈设计原理为我们建立了博弈设计的科学原理，

从而博弈设计可以由规则和算法来实现。 

 

13.16 博弈的收益原理 

现实世界博弈的一个重大行动必然会诱导出有很多玩家参与的

博弈系统，在其中每个玩家都采取了各种策略。 

 

定义 13.15（博弈行动诱导事件关系图）令 𝑎 是一个自我意识体

的重大行动。行动 𝑎 诱导事件关系图指由行动 𝑎 诱导的其它玩家的

相互作用关系图。令 𝐺𝑎 = (𝑉, 𝐸) 是行动 𝑎 诱导的事件关系图，这

里： 

（1）𝑉 是行动 𝑎 及行动 𝑎 诱导的其它事件构成的集合； 

（2）(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 表示事件 𝑥 对事件 𝑦 有直接影响； 

（3）对给定有向边 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸，有一个交互分值 𝑓(𝑥, 𝑦) 表示

 𝑥 对 𝑦 的直接影响。 

 

诱导事件关系图 𝐺𝑎 的意义是： 
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命题 13.2（代价与收益）对于每一个针对 𝑎 采取行动的玩家 𝑥，

𝑥 的代价和收益均嵌入在诱导事件关系图 𝐺𝑎 中。 

 

定义 13.16（收益链）令 𝑎 是一个行动，𝑥 是一个玩家，𝑋 是玩

家 𝑥 针对行动  𝑎 采取的行动的集合，定义： 

（1）𝑋 的一个代价链是 𝐺𝑎 中的一条路径，它决定着 𝑋 的代

价； 

（2）𝑋 的一个收益链是 𝐺𝑎 中的一条路径，它决定着 𝑋 的收

益。 

 

定义 13.16 揭示了：一个玩家的代价和收益都是由诱导事件关系

图 𝐺𝑎 中的一些路径来决定的，因此极小化代价就是要阻断代价链，

极大化收益就是要强化、扩大和增加收益链。 

命题 13.2揭示了任何一个玩家都有可能由于行动 𝑎 而付出代价；

任何一个玩家也都有可能由于行动 𝑎 诱导的事件获得利益。 

命题 13.2 还揭示了发动行动 𝑎 的玩家肯定要付出代价，但是未

必最终获得收益。 

进一步，命题 13.2 揭示了现实世界博弈的一些重要性质，例如： 

（1）现实世界上的任何一个重大行动或事件都可能使有些玩家

付出代价，也都有可能使有些玩家获得利益。 

因此，高明的玩家就是针对重大事件做出正确的选择，在正确的

时机采取恰到好处的行动，在不该行动的时候，什么也不做。有趣的
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是，有的时候，什么都不做就赢了。有的时候是，做了很多，最后输

了。 

（2）行动 𝑎 诱导的事件关系图 𝐺𝑎 越大、越复杂，发起行动 𝑎 

的玩家赢的机会就越小。 

如果行动 𝑎 诱导的事件关系图 𝐺𝑎 超出行动 𝑎 发起者的预料，

那么发起行动 𝑎 的玩家就已经输了。因为它发起的行动所产生的结

局不是它能控制、甚至预知的。 

 

13.17 博弈系统中玩家的定义 

现实世界中的每一个玩家有一个层谱抽象，在该玩家层谱抽象定

义的每一个层谱，有一个存在性，即语法，有一个语义，即功能与作

用，还有一个运动性。 

这一结果背后的原因是什么？现实世界中，一个玩家的存在性、

作用和运动性是由现实世界中所有玩家构成的博弈系统决定的；一个 

玩家的层谱抽象定义是由博弈系统的层谱抽象定义的。 

 

定义 13.17（博弈中玩家的层谱抽象定义）假设 𝐴 是所有玩家构

成的信息系统，满足 𝐴 是不可约非负矩阵。令 𝑇∗ 是按结构熵极小

化原理求解的 𝐴 的编码树。对每一个玩家 𝑥，假设 𝛾 是 𝑥 在 𝑇∗ 

中的码字，则在 𝑇∗ 中从 𝛾 到根节点 𝜆 的路径上节点的标签就是

 𝑥 的一个层谱抽象定义。 
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定义 13.17 揭示了，现实世界博弈的结局是为每一个玩家提供了

一个层谱抽象定义，这个层谱抽象定义提供了每一个玩家的层谱抽象

以及玩家在每一个抽象层谱的语法、语义和作用的解释。 

这进一步揭示了： 

 

定义 13.18（知识的博弈原理）对每一个玩家 𝑥， 

（1）𝑥 在现实世界的层谱抽象是现实世界博弈的结果； 

（2）𝑥 在现实世界的每一个抽象层谱的存在性、作用和运动性

是现实世界博弈的结果。 

 

定义 13.18 中的知识的博弈原理揭示了博弈本身是知识形成的原

理，即现实世界对象的存在性、作用和运动属性背后的原因是博弈。 

更一般地说，博弈是现实世界知识的原因，这也揭示了博弈作为

一个科学概念的意义。 

 

13.18 博弈中学习与自我意识学习的正确性与可解释性 

对博弈中的学习和自我意识学习，学习的主体是自我意识体，学

习的客体是客观世界和其他自我意识体。 

自我意识体看自己和看其它对象都可能是主观认知而并不是客

观真实的。例如 𝑥 和 𝑦 是两个敌对的自我意识体。 

例 1：假设 

（1）𝑥 想要 𝑦 相信 𝑥 有武器 𝑋 
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（2）𝑦 确实相信 𝑥 有武器 𝑋 

这时 𝑥 对 𝑦 的学习就是正确的，跟 𝑥 是否真的有武器 𝑋 没

有关系。 

例 2：假设 

（1）𝑥 想要 𝑦 相信 𝑥 没有武器 𝑋 

（2）𝑦 确信 𝑥 没有武器 𝑋 

这时 𝑥 对 𝑦 的学习也是正确的。 

在上面的例 1 和例 2 中，𝑥 对 𝑦 的学习都是正确的，跟 𝑥 是

否真有武器 𝑋 没有关系。原因是只要 𝑥 对 𝑦 的学习是正确的，𝑥 

就能提前预知 𝑦 的行动，进而有可能 𝑦 的行动简单地就是 𝑥 诱使

 𝑦 采取的行动。 

博弈中的学习包括： 

（1）客观事实的掌握 

（2）对敌人假象的识别 

（3）对敌人真实性的识别 

（4）对己方真相的成功伪装 

（5）对己方假象的成功伪装 

博弈的信息科学原理已经包括了真、假象识别、隐藏与展示等策

略。例如： 

（1）伪装自己使敌人无法判明我真、假，从而找不到攻击点，

这是极大化敌不确定性的策略； 

（2）设计战争诱使敌暴露目标就是一种极小化己方不确定性的
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策略等。 

 

13.19 博弈结局的层谱抽象定义 

现实世界的博弈中，经常发生一些非常有趣的现象，例如： 

（1）一个玩家在战争中迅速取得胜利，征服了另一个玩家，但

是长远来看，最终证明，这场战争的胜利加速了征服者的失败； 

（2）一个玩家在一场博弈中付出了惨重牺牲，但没有被消灭，

没有被征服；最终证明，这场惨重牺牲的战争使一个玩家获得了新生，

在以后的博弈中不断取得胜利。 

现实世界的博弈总是有代价的，有的代价是短期的，有的代价是

永恒的；也可能有收益，然而收益可能是短期的，也可能是长期的。 

现实世界的博弈非常残酷，特别是战争，不管是获胜还是失败，

其影响都是全局的、深远的。从对全局和长远来说，一场博弈的结局

最终的影响通常远超博弈或战争发动者预期，最终对自己是好是坏还

很难说。举例来说： 

例 1：一个大国编造一个借口征服了一个小国，霸占了其资源。

大国轻松地取得侵略战争的胜利。然而在征服小国的同时，全世界都

清晰直观地看到了大国的侵略和残忍。每个国家都会记着这件事，在

以后每当和侵略者大国交往时，都会回忆起该大国是怎样征服一个小

国的。以此同时，该侵略者大国尝到了甜头，把这个例子的方法提升

为国家战略，将会有更多的小国被征服、被消灭。 

没有一个国家愿意被征服、被消灭。与此同时，或许许多国家已
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经害怕了那个侵略者大国。 

然而，没有一个国家愿意被征服、被消灭。让世界害怕的大国已

经变成世界的恶霸，走向灭亡就是必然的结局。 

例 2：一个小国不断地侵占近邻国家的领土与资源，当与近邻起

矛盾时不是与邻居对话谈判，而是寻求区域外大国支持与邻国对抗。 

近期来说，小国可能侵占了一些利益，并且拉了区域外大国为自

己背书、站台，似乎胜了。长久下来，小国与邻居国家的矛盾不可调

和。小国伙同区域外大国跟邻居国家发生战争，战争的结果有三种情

况： 

情况一：小国伙同区域外大国获胜 

这时小国被它拉来帮场子的大国征服占领，小国没了。 

情况二：小国的邻居国家获胜 

这时小国拉来帮场子的大国走了，小国灭亡了。 

情况三：都没输 

这时小国已经不复存在，小国只是它拉来帮场子的大国的附庸。 

现实世界博弈中，如果不犯致命错误，一般情况不会被消灭或被

征服。博弈有胜有负，即使是战败，只要还没有被消灭或被征服就总

会有机会再次崛起。胜负也是可以互相转化的。 

从世界维度来说，博弈结局由博弈系统的演化来决定。 

博弈系统的演化是有规律的，任何一个玩家，只要有一定生存空

间、生存条件，不犯致命错误，尽管博弈有胜有负，但一般不会被消

灭、被征服。只要不被消灭、不被征服，博弈的胜负就是可以互相转
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化的，而且即使博弈失败了，也还有生存空间、生存条件。 

从空间维度来说，一个国家只跟少量几个国家有邻居关系，或者

是直接影响生存的关系，或者是冲突、对抗与战争的博弈关系。一个

国家的存在性、作用与运动不可能由这个国家自己完全决定；也不可

能由这个国家及这个国家的邻居及几个少量特定关系国家完全决定；

当然更不可能由这个国家和其它国家的少数几场博弈完全决定。 

一个国家的存在性、作用和运动性由下列力量来决定： 

（1）这个国家自身 

（2）这个国家的邻居国家 

（3）这个国家的战略互补关系国家 

（4）这个国家的特定关系国家 

（5）这个国家的竞争对抗冲突与战争国家 

（6）所有国家构成的博弈系统的结局。 

根据定义 13.17，博弈中的一个玩家是层谱抽象可定义的。 

假设 𝐴 是所有玩家构成的信息系统，使得 𝐴 是一个不可约非

负矩阵，令 𝑇 是 𝐴 的编码树。 

 

定义 13.19（博弈结局的层谱抽象定义）给定玩家 𝑥，假设 𝑥 在

 𝑇 中的码字为 𝛾，令 𝜆 = 𝛼0 ⊂ 𝛼1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝛼𝑙 = 𝛾 是在编码树 𝑇 上

从叶子节点 𝛾 到根节点 𝜆 的路径上的所有节点。 

定义玩家  𝑥 的博弈结局为  𝑥 在  𝑋𝑖  中的语法和语义，这里

 𝑋𝑖 = 𝑇𝛼𝑖
，𝑖 = 𝑙, 𝑙 − 1, ⋯ ,1,0 
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对每一个 𝑖 = 𝑙, 𝑙 − 1, ⋯ ,1,0，令 𝑋𝑖 = 𝑇𝛼𝑖
 

定义 𝑥 在 𝑋𝑖  中的存在性，即语法为 𝑃(𝑋𝑖 , 𝑥) 

定义 𝑥 在 𝑋𝑖  中的作用，即语义为 𝑄(𝑋𝑖 , 𝑥) 

定义 𝑥 在 𝑋𝑖  的运动属性 𝑀(𝑋𝑖 , 𝑥) 

定义 𝑥 在 𝑋𝑖  的结局为： 

𝑂𝑢𝑡𝑐𝑜𝑚𝑒(𝑋𝑖 , 𝑥) = ⟨𝑃(𝑋𝑖 , 𝑥), 𝑄(𝑋𝑖 , 𝑥), 𝑀(𝑋𝑖 , 𝑥)⟩ 

= ⟨𝑃, 𝑄, 𝑀⟩[𝑋𝑖 , 𝑥]. 

定义 𝑥 的博弈结局为： 

𝑂𝑢𝑡𝑐𝑜𝑚𝑒(𝑥) = ⟨𝑂𝑢𝑡𝑐𝑜𝑚𝑒(𝑋𝑖 , 𝑥)|𝑖 = 𝑙, 𝑙 − 1, ⋯ ,1,0⟩. 

 

定义 13.19 揭示了，一个玩家在博弈系统中的结局就是 𝑥 在它

的每一个抽象层谱中的语法、语义和运动性。 

定义 13.19 揭示了博弈的结局，不管胜负，均是有层谱抽象的，

即胜负本身有一个层谱抽象定义。 

现实世界博弈的结局在不同抽象层谱是不同的。这就解释了为什

么现实世界的博弈有时明显是胜了，但最终又失败了，有时我们失败

了，但最终胜利了。因为这是博弈在不同抽象层谱的结局。 

 

13.20 博弈获胜的主客观一致性准则 

定义 13.19 揭示了一个玩家在博弈中的结局是一个抽象层谱，即

该玩家在每一个抽象层谱中的语法、语义和运动属性来定义。 

一个玩家博弈结局的层谱抽象定义由包括所有玩家的博弈系统
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的一个层谱抽象策略来定义。 

给定玩家 𝑥，决定 𝑥 的结局的因素包括： 

（1）所有其它玩家，例如 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 

（2）对每 𝑖 ≠ 𝑗，玩家 𝑦𝑖  对 𝑦𝑗  的交互作用 

（3）玩家 𝑥 自己 

（4）𝑥 和每一个 𝑦𝑖  的关系 

（5）每一个 𝑦𝑖  对 𝑥 的作用 

（6）根据以上（1）-（5），𝑥 选择某些 𝑦𝑖，𝑥 对 𝑦𝑖  作用 

（7）所有玩家 𝑉 = {𝑥, 𝑦𝑖|𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛}，构成的信息系统 𝐴 

（8）信息系统 𝐴 的真实编码树 𝑇， 

（9）在以上（1）-（8）中，𝑥 在博弈系统中的结局由 𝐴 和 𝑇 

来定义。 

然而 𝑥 所能采取的策略就仅限于上述（3）中自己的动作和（6）

中的对某些 𝑦𝑖  的作用。 

信息系统 𝐴 由所有玩家 𝑥, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 的策略来决定。 

如果 𝑥 对每一个 𝑦𝑖  可能采取的策略都学习到了，或者都预测

正确，即玩家 𝑥 知道信息系统 𝐴。 

客观上，信息系统 𝐴 的真实编码树是 𝑇，如果玩家 𝑥 知道或预

测正确 𝑇，那么玩家 𝑥 对自己在博弈系统中的结局的认知跟 𝑥 在

所有玩家构成的博弈系统中的真实情况一致，这时玩家 𝑥 是当然的

获胜者、获利者。 

以上分析，揭示了如下的原理。 
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定义 13.20（博弈获胜准则）主客观一致性准则：如果一个玩家

满足下列条件，那么它必然是获胜、获利者： 

（1）玩家对所有其它玩家的策略与行动预测跟真实的情况一致； 

（2）玩家对客观对象的认知跟真实情况一致； 

（3）玩家对每一个其它玩家的策略有非对称优势策略； 

（4）玩家对每一个客观对象运动的不确定性有相应的应对策略； 

（5）玩家的每一个策略实现了它所期望的目的； 

（6）玩家对博弈系统的认知跟博弈系统真实情况一致。 

 

主客观一致性准则揭示了如果一个玩家把现实世界博弈系统真

实情况都正确地认知到，那么它必然获胜、获利。 

 

13.21 博弈中的谋算策略 

定义 13.20 中的博弈获胜准则从理论上保证了一个玩家存在获胜

策略。 

条件就是实现定义 13.20 中的博弈获胜准则的所有条件。怎样实

现博弈获胜准则的条件？实现博弈获胜准则的方法是： 

 

定义 13.21（谋算模型）谋算模型按如下步骤进行： 

（1）（观察）观察所有玩家，建立所有玩家关系的初始信息系统

 𝐴0； 



中国人工智能系列白皮书 

 397 

（2）（生成策略）基于初始信息系统 𝐴0，采取生成策略 𝐺，生

成不可约非负矩阵 𝐴，即 𝐺(𝐴0) = 𝐴； 

（3）（解码策略：层谱抽象）求解 𝐴 的层谱抽象，即信息系统

 𝐴 的编码树 𝑇； 

（4）（解码信息）计算层谱抽象策略 𝑇，从信息系统 𝐴 中的解

码信息 𝒟𝑇(𝐴)； 

（5）（原理）如果解码信息 𝒟𝑇(𝐴) 适当大，那么对任意一个节

点 𝛼 ∈ 𝑇，𝑇𝛼 是一个真实的由玩家构成的模块； 

（6）（共性提取）对每一个 𝛼 ∈ 𝑇，𝛼 ≠ 𝜆，提取 𝑇𝛼  中玩家的共

性 𝐶𝛼; 

（7）（共性博弈策略）对每一个 𝛼 ∈ 𝑇，𝛼 ≠ 𝜆，如果 𝑇𝛼 的共性

 𝐶𝛼 ≠ 𝜙，基于共性 𝐶𝛼 设计策略 𝑆𝛼； 

对于玩家 𝑦 ∈ 𝑇𝛼，称 𝑦 是共性可满足的，如果 𝑦 服从策略 𝑆𝛼，

否则称 𝑦 不是共性可满足的。 

（8）（独立可满足策略）对每一个 𝛼 ∈ 𝑇，𝛼 ≠ 𝜆，如果存在 𝑦 ∈

𝑇𝛼 使得 𝑦 不是共性可满足的，那么设计 𝑦 的策略 𝑆𝛼
𝑦
，使得 𝑦 服

从策略 𝑆𝛼
𝑦
，称 𝑦 是独立可满足的，否则称 𝑦 是不可满足的； 

（9）（不可满足博弈策略）对于每一个不可满足玩家 𝑦，设计限

制策略 𝑟𝑦，使得 𝑦 只能接受 𝑟𝑦。 

 

定义 13.21 中的谋算模型为每一个玩家设计了最优的或唯一可选

的博弈策略，从而实现了可解释的必然的获胜策略。 
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谋算模型通过层谱抽象和分而治之方法结合实现了博弈中的先

胜而后战，即只在确保必胜的条件下才参战。这就是博弈/谋算理论的

目标。 

 

13.22 博弈/谋算理论总结 

博弈/谋算理论建立了现实世界博弈的科学原理，包括： 

（1）孙子模型 

（2）博弈的系统原理 

（3）力量生成的系统原理 

（4）博弈的必胜策略原理 

（5）博弈设计的信息科学原理 

（6）博弈设计的数理原理 

（7）博弈结局的层谱抽象可定义性 

（8）博弈获胜的主、客观一致性准则 

（9）博弈的谋算模型等 

这些原理是信息科学和计算科学相结合的原理，建立了现实世界

博弈的科学原理。 
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第 14 章 人工智能的信息模型 

14.1 智能的定义（非形式化） 

什么是智能？或者智能是什么？这已经凸显为当代亟需回答的

科学问题。为了回答这个问题，我们首先需要明确几点。 

 

智能定律Ⅰ 

智能是个客观存在。 

 

智能定律Ⅰ明确了智能是个客观存在，从而是个现实世界的对象。 

 

智能定律Ⅱ 

智能有个载体。 

 

根据智能定律Ⅰ，智能是个客观存在，因此必然有个存在性、作

用和运动性；客观存在的对象必然有一个载体。 

智能的载体是什么呢？ 

 

智能定律Ⅲ 

智能就是人的智能。 

 

智能定律 III 揭示了智能就是人的智能，这给出了一个智能的定

义。这个定义还不是数学定义。但是它揭示了理解智能数学实质的方

法是数学地理解人的智能。 

智能定律Ⅲ给出了智能这一科学概念的非形式定义，即：智能就

是人的智能。 

根据智能定律Ⅰ，智能是个客观存在，即现实世界的对象。根据

信息定律Ⅰ，任何一个现实世界的对象本身是一系列确定性和不确定
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性联合作用生成的结果。因此，智能也是一系列确定性和不确定性联

合作用生成的结果。根据个体定律Ⅰ，作为客观存在的智能必然有个

存在性，即语法，有个语义，即功能与作用，还有个运动性。根据个

体定律Ⅲ，智能也是层谱抽象可定义的。 

因此，智能定律Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ已经揭示了智能这一概念的若干基本

性质了。 

然而揭示智能这一科学概念的实质，我们必须首先揭示人类智能

的科学原理。 

 

14.2 人类智能模型 

根据信息定律Ⅰ，现实世界的每一个对象都是一系列确定性和不

确定性联合作用生成的结果。 

现实世界由很多运动和相互作用的对象构成。 

现实世界的每一个对象都要保持存在性，维持其作用，保持其运

动性。 

现实世界对象的运动和相互作用产生了对每个对象来说的不确

定性，因此现实世界充满了不确定性。 

充满了不确定性的现实世界充满了竞争、冲突、对抗与战争，简

称为博弈。 

现实世界博弈中获胜、获利是现实世界的生存法则。 

在充满了不确定性，充满了博弈，即竞争、冲突、对抗与战争的

世界追求生存和发展，这是人类从起源以来一直的重大挑战。 

人类的智能充分表现在人类解决自身重大挑战的过程中；同时解

决人类自身重大挑战的过程就是人类智能生成的过程。 

因此，人类的智能模型就是人类在充满不确定性，充满博弈的世

界中追求生存与发展的过程。 

这建立了如下的模型。 
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定义 14.1（人类智能模型）人的智能模型如下进行： 

（1）（学习）观察学习，认知世界； 

（2）（自我意识学习）层谱抽象感知，感知、认知自我； 

（3）（博弈/谋算）在充满不确定性充满博弈的世界中生存下来，

发展起来，即不断地改善、改进自己的生存条件，不断地扩大自身所

起的作用，不断地扩大自己的运动空间。 

 

定义 14.1 中的人类智能模型揭示了： 

（1）在竞争与博弈中获胜、获利，求得自身的生存与发展是智

能的作用与语义； 

（2）认知世界、认知自我是在竞争中获胜、获利的条件； 

（3）人类智能的三根支柱就是： 

 学习 

 自我意识 

 博弈/谋算 

（4）学习、自我意识和博弈/谋算构成了人类智能的完备体系； 

（5）第十一章的学习理论、第十二章的自我意识理论和第十三

章的博弈/谋算理论就构成了人类智能完备的数学理论； 

（6）学习的数学理论、自我意识的数学理论和博弈/谋算理论的

共同基础是信息科学原理； 

（7）信息科学原理是（人类）智能的数学基础。 

 

命题 14.1（智能的完备策略）学习、自我意识学习和博弈/谋算是

人类智能的完备策略。 

证明：根据定义 14.1。 

 

命题 14.1 揭示了智能的数学实质是： 
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（1）学习 

（2）自我意识 

（3）博弈/谋算 

 

14.3 人类智能的信息科学原理 

信息是破解人类智能的钥匙，原因是： 

（1）信息科学原理揭示确定性、不确定性、确定性和不确定性

之间相互转化的规律； 

（2）学习的数学理论回答确定性、不确定性、确定性和不确定

性相互转化的语义解释，即建立知识； 

（3）自我意识的数学理论建立确定性、不确定性、确定性和不

确定性之间相互转化对自身的利与害认知； 

（4）博弈/谋算理论解决当认识到确定性、不确定性、确定性和

不确定性相互转化对自身的利害关系时，所采取的行动，即策略； 

（5）学习、自我意识和博弈/谋算这一智能完备策略的共同基础

都是信息，即信息是建立学习理论、自我意识理论和博弈/谋算理论的

共同基础； 

（6）信息是理解人类智能实质的数学基础。 

 

14.4 人工智能的科学原理 

定义 14.2（人工智能科学原理）人工智能的科学原理就是人类智

能的科学原理。 

 

根据定义 14.1 中的（人类）智能模型，和定义 14.2，人工智能的

科学原理就是学习的数学理论、自我意识的数学理论和博弈/谋算理

论。 

定义 14.2 揭示了： 
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（1）学习的数学理论； 

（2）自我意识的数学理论； 

（3）博弈/谋算理论。 

就是人工智能的理论支柱。 

 

14.5 人工智能模型 

人工智能就是一个机器执行人类智能模型。 

 

定义 14.3（人工智能模型）一个机器按如下步骤执行： 

（1）（观察学习）观察外部世界，并基于观察发现外部世界的知

识，揭示外部世界的规律，并基于知识和规律创造新事物； 

（2）（自我意识学习）层谱抽象地感知自我、认知自我 

（3）（博弈/谋算）认知来自外界的确定性、不确定性，与确定性

和不确定性之间转化对自己的利与害，并基此设计策略、采取行动，

以维持和加强自身的存在性，发挥更大作用、扩大运动范围、活动空

间等。 

 

信息科学原理提供了定义 14.3 中的人工智能模型的数学基础。 

定义 14.3 中的人工智能模型揭示了： 

（1）建立像人一样工作的机器是可能的； 

（2）人工智能的数学定义是：学习、自我意识和博弈/谋算； 

（3）一个人工智能体就是一系列学习、自我意识和博弈/谋算策

略的结合。 

定义 14.3 中的人工智能模型奠定了人工智能作为科学的基础，

为实现机器智能奠定了理论基础。这就建立了基于信息科学原理的人

工智能科学。 
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14.6 智能的数学定义：智能论题 

智能模型揭示了智能的完备策略就是： 

（1）学习； 

（2）自我意识； 

（3）博弈/谋算。 

 

学习的数学理论揭示了学习的数学基础是信息。 

自我意识的数学理论揭示了自我意识的数学基础是信息。 

博弈/谋算理论揭示了博弈/谋算的数学基础是信息。 

由于{学习、自我意识、谋算}是智能的完备策略集，因此，智能

的数学基础是信息。 

智能模型揭示了任何一个智能系统可以基于信息来建立。 

然而我们并没有回答：智能是什么？ 

智能究竟是什么？一个合理的假说是智能是一个客观存在。因此，

智能有个载体。 

智能的载体可能是数学模型，是物理体，是生命体等等。因此智

能的载体是现实世界对象。智能不同于任何已有的学科中的概念。同

样，信息有类似性质，信息不属于任何已有学科，但又是每一个已有

学科的基础。 

信息是消除的不确定性，消除不确定性需要策略，一个策略消除

的不确定性，即信息很自然地是一种智能。 

智能这个概念也必然相伴着一个动作，即一个学习策略，或者一

个自我意识策略，或者一个谋算策略。一个学习策略或者是解码信息，

或者是生成信息；一个自我意识策略识别信息对自我的利益关系；一

个谋算策略的实质仍然是解码信息或者生成信息。因此，一个智能策

略也是一个信息策略。 

这就证明了 
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定义 14.4（智能论题，Intelligence Thesis） 

任何一个智能系统都是一个信息系统，即信息是任何一个智能系

统的数学基础；当然地，任何一个人工智能系统都是一个信息系统，

即信息是任何一个人工智能系统的数学基础；进一步，任何一个智能

策略或者是一个信息生成策略，或者是一个信息解码策略；当然地，

任何一个人工智能策略或者是一个信息生成策略，或者是一个信息解

码策略。因此，我们有如下信息论题： 

智能=信息。 

 

定义 14.4 中的信息论题建立了人工智能科学的基础，为建立基

于信息科学原理的人工智能理论体系奠定了科学基础。 

 



中国人工智能系列白皮书 

 406 

第 15 章 信息时代科学双引擎与信息时代重大科学问

题 

第九章的信息基本定律和第十章的信息科学原理奠定了信息作

为一个基础性科学的基本定律和基本原理。 

信息世界的数学原理定义了作为科学概念的信息的数学实质和

数学模型；提出了策略这一全新的科学概念；提出了层谱抽象这一全

新的科学方法论，并建立了层谱抽象这一总方法论的数学理论；提出

了层谱抽象这一信息世界的科学范式。 

层谱抽象是信息世界的科学范式，实际上也是人感知、认知世界

的认知模型和认知方法，也是人自我认知的感知模型、感知方法。 

现有的科学体系是物理世界的科学体系。物理世界的科学体系的

科学范式是分而治之的，分而治之的数学是微积分。 

分而治之是物理世界的科学范式，是物理世界的总方法论，也是

人分析世界的科学方法，即一个分析方法。 

层谱抽象是信息世界的科学范式，是信息世界的总方法论，也是

人感知、认知世界的科学方法论，是一个感知、认知方法。 

信息科学揭示的层谱抽象认知模型与方法和分而治之的分析方

法结合，构成了信息时代科学的双引擎，它使得我们可以建立智能的

科学原理。第十一章的学习理论，第十二章的自我意识理论和第十三

章的博弈/谋算理论正是基于信息科学原理的人工智能原理的理论支

柱，建立了一个完备的人工智能数学原理。 

层谱抽象认知模型与方法和分而治之的分析方法双引擎，使得科

学研究有了新的维度，即层谱抽象的维度；这一全新的科学方法论必

将推动 21 世纪的科学发展。破解若干重大科学难题。 

本章提出几个信息时代的重大科学问题，这些问题也是 21 世纪

的重大前沿科学问题，这些问题的解决或突破将奠定 21 世纪新的科
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学体系。 

 

15.1 数学中的三个基本问题 

问题 1：证明的数学定义是什么？ 

证明与计算是所有数学中的基本概念。Turing 1936 年的论文数

学地定义了计算这一基本概念。 

数理逻辑定义证明是一个基于公理和推理规则的序列，建立了基

于逻辑推理的证明的概念。 

然而数学家证明定理时不仅用逻辑推理，还用到直觉推理，数学

中的证明是一种结合逻辑推理和直觉推理的证明，而不是简单的逻辑

推理的证明，数学家在证明中表现出高度的创造性，这是基于逻辑推

理所不能实现的。 

现实世界中，当人看到一个对象就是这个对象存在性的证明。然

而这样的证明显然没有包括在现在数学体系中。 

证明是所有学科的基本概念，因此证明也是一个基本的科学概念。

数理逻辑中的“证明”定义显然没有反应数学、科学中证明这个概念

的实质。 

证明这一科学概念的数学定义将揭示人证明的科学原理，为建立

会像人一样做数学证明的机器奠定基础。这也是人工智能科学的一个

重要方向。 

 

问题 2：是否存在离散数学的公理化、规范化的统一理论？ 

离散数学的基本特点是杂、散，没有一个收敛的锚与轴。从学理

上说不应该是这样的。离散数学根本的目的还是现实世界的表示与分

析方法。现实世界演化是有规律的。 

离散数学的公理化、统一规范理论也是建立信息时代新现象科学

理论的数学基础，例如大数据分析、网络分析等。 
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问题 3：是否存在连续数学和离散数学共同的数学基础？ 

连续和离散是数学的一对基本矛盾。（类似地，有限和无限，局

部与全局等也都是数学的基本矛盾） 

离散数学和连续数学是分开的，也基本没有关系。 

然而离散数学和连续数学都是为了现实世界的表示与分析建立

的理论，这个目标是一样的。 

离散数学和连续数学共同的基本概念可以界定两者的边界和分

叉的准则，揭示连续与离散这一对基本矛盾的规律。 

 

15.2 物理中的两个基本问题 

问题 1：力是怎样内生的？ 

牛顿定义了力的概念，建立了力和几个相伴概念之间关系的定律。 

然而在牛顿力学中，力是由外部推动产生的。但是外部推动者的

力又是从哪里来的呢？ 

一个物理对象的力或许有外部因素，但是必然也有内部因素，一

个物理对象的力是怎样从内部生成呢？ 

牛顿最后归结为上帝是第一推动者，说明牛顿的理论体系并没有

回答力是怎样生成的这一更基本的科学问题。 

这一问题显然是 21 世纪需要回答的基本科学问题。 

合理的科学假说是：力是从物体内部生成的，内部生成力一定有

基本机理和基本原理。 

 

问题 2：猜想：信息是统一物理世界的钥匙，物理世界有一个信

息科学的统一模型。 

信息是消除的不确定性，消除不确定性需要动作，这个动作称为

策略。当策略是物理动作时，信息是一个物理概念，而且信息是最为

基本的物理概念。一个自然结论是：信息是世界物理的基本概念，而
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且作为物理概念的信息在宏观物理和微观物理中没有本质区别。 

一个合理的科学猜想是：信息是物理世界的基本概念，而且物理

学有一个信息科学的模型。 

 

15.3 生命科学的三个基本问题 

问题 1：大脑的信息科学模型是什么？ 

大脑的主要功能是信息处理，因此可以把它视为一个信息处理器。 

信息处理的实质就是信息生成和信息解码。 

信息处理器就是支撑信息生成和信息解码的装置。 

大脑的主要功能是信息处理，即信息生成和信息解码。 

然而我们并不知道大脑的结构。非常有趣的是所有动物的大脑的

外部形状都是相似的。大脑的结构与功能有什么关系？ 

显然，大脑的生成是有科学原理的，但是我们并不知道大脑的工

作原理。 

信息科学原理揭示了信息处理的数学原理。大脑的信息处理必然

服从信息科学原理。 

然而我们并不知道信息科学原理是否能够完全实现大脑的功能？

基于信息科学原理能在多大程度上实现大脑的功能？ 

大脑的信息科学模型将致力于回答这个问题。 

 

问题 2：怎样解码 DNA 的功能模块？ 

DNA 是一个生命体，一个生命体对应着一个唯一的 DNA 序列。

生命体是有各种功能模块的。生命体的功能模块必然是由生命体的

DNA 的功能模块决定的。 

DNA 是很容易得到的，解码 DNA 的功能模块是建立生命体科学

原理的基础。 
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问题 3：生命体的科学原理是什么？ 

生命体是现实世界一个神奇的存在。作为一个客观存在，必然有

其科学原理。然而我们并不知道这个原理是什么。 

生命体的科学原理是建立像人一样的机器的基础。 

如果宇宙中生命是稀有罕见的，人类有必要将像人一样思考、工

作的机器送上其它星球，以扩展人类的认知范围。 

生命体的科学原理也是人类揭示生命规律进一步认知自我之必

须。 

 

15.4 信息时代的科学双引擎 

分而治之，作为物理世界的科学范式，即物理世界科学研究的总

方法论，是一个科学分析方法，简称为分析方法论。 

分而治之这一科学分析方法必将仍然是信息时代科学研究的一

个引擎。 

层谱抽象这一人类认知方法论、感知方法论是信息世界的科学范

式和总方法论，简称为认知方法论。 

层谱抽象这一认知方法论必将成为信息时代科学的一个全新的

引擎。 

层谱抽象这一强大的新引擎已经使得我们可以建立学习的数学

理论，自我意识的数学理论、博弈/谋算理论和人工智能模型与原理。 

分而治之这一分析方法和层谱抽象这一认知方法必将成为信息

时代科学的两大发动机。信息时代的科学发展进入双引擎时代，分而

治之这一分析方法和层谱抽象这一认知方法结合是信息时代科学的

新特征。 

分而治之分析方法和层谱抽象认知方法构成的双引擎必将推动

信息时代的科学进入全新的阶段，一系列重大科学或将被解决或将取

得突破。特别地，分而治之分析方法和层谱抽象认知方法双引擎必将
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成为重大科学新现象、重大新应用和重大学科交叉结合，包括自然科

学和社会科学交叉结合研究突破的推动力。 
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